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PREFACE 


Pour presenter au public la premiere Edition, aujourd’hui 6puis6e, 
de son livre, M. Vessiot n’a eu besoin de personne. Cette premiere 
edition a suffi pour asseoir la reputation de Touvrag-e et la seconde, 
en raison des ameliorations introcluites, ne fera que Tassurer encore 
davantag-e. 

Malgre qu’il ne s’ag'isse pas ici d’line presentation en forme au 
public, presentation iiotoirement inutile, je n'ai pas ci'u devoir 
dediner Toffre aimable qu’a bien voulu me faire mon savant colieg'ue 
et ami, d’^crire ces quelques lig'nes en tete de son livre. En meme 
temps qu’un temoig-nag-e de profoude estime pour le savoiret le talent 
d’exposition de I’auteur, j’y ai vu Toccasion de mettre en relief le 
caractfere special qu’ont revetii les travaux g*eometriqiies dans ces 
derni6res annees et de faire sentir la necessite qu’il y a de diffuser un 
livre comme celui-ci, qni ouvre raccos du progres aux eieves stu- 
dieux, malheureusement trop rares, que leur gout entraine vers la 
Geometrie. 

Dans la premiere partic di| dernier siecle, que Ton peut approxi- 
mativement limiter k Tannee 1870, la geometric a realise par les voies 
les plus diverses et sur les terrains les plus varies d’inestimables con- 
qu6tes. Cette periode heroique a vii naitre les notions les plus esseii- 
tielles, elle les a vu aussi se dcvclopper et aboutir a de grands pro- 
blt'mes dont la solution, demandee k Tanalyse, a provoque dans cette 
science sceur un mouvement profond qui s’amplifie chaque jour. II 
suffit de citer les grands noms de Moiige, de Dupin, de Gauss, de 
Serret, de Lame, d’Ossian Bonnet, de Bour, pour evoquer les larges 
voies ou vertes dans la theorie des surfaces et dans celle des coordonnees 
curvilignes. Geux de Poncelet, de Chasles rappellent les premieres 
evocations des grandes lois de correspoadance et des transformations, 
qui devaient, un-peu plus tard, trouver dans Tceuvre de Sophus Lie 
une si magnifique inllorescence. Vers la fin de la m^me periode, 
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comme couronnement du principe de diialite, entre la g’eom^trie du 
point et celle du plan, Pluecker plagait la g'eometrie de la droite et 
introduisait d’une fagon systematique dans la science les notions de 
congruence et de complexe siir lesquelles, il faut cependaiit le recon- 
naitre, long'temps auparavant, Mains, Diipin et Transon avaient, k 
propos d’optique, produit d’interessantes considerations et d'impor- 
tauts rcsultats. Chasles, vers la meme cpoqiie, avait montre comment 
la cinematique du corps solide met en ceuvre le principe de dualite et, 
concurremment avec Pluecker, il avait mis la main sur ce que ce 
dernier appela un complexe lineaire. 

Ainsi se sont accumules, diirant cette illustre periode, des matc- 
riaux de la plus grande valeiir dans les ordrcs les plus divers. Ces 
g'randes idees, rices a I’ecart les lines des a Litres et dont les iniliatenrs 
s’ig-noraient souvent entre eux, paraissaient destinees k faire isole- 
ment leur chemin et a constituer autant de categories de specialisa- 
tions pour les futiirs geometres. 

11 appartenait a la derniere partie du xix® si^cle de d6mentir ces 
apparences el d’opcu'er la merveilleuse fusion de tons ces 6l6ments. 

Les grands auteurs de cette fusion auront ct^, par des moyens 
difiereiits, Sophus Lie et Darboux. Il serait injuste d'oublier Ribau- 
cour qui a contribue puissamment de son c6te ^ realiser cette pene- 
tration si feconde des diverses branches de la Geomdtrie les uncs 
clans les autres et qui, sur des exemples inoubliables, a introduit la 
mdthode cinematique en geometrie. 

On ne pent plus aujourd’hui s’occuper des surfaces sans faire inter- 
venir les systemes conjiiguds, ni des systemes conjugues sans faire 
interveiiir quelqiie congruence de droites, soil que cello-ci decoiipe le 
reseau conjugue sur la surface, soit qu’elle soit formde par les 
tangentes k Tune des lignes du reseau. Les reseau x conjugues sont 
cPautre part en dependance avec les equations autrefois envisagdes 
par Laplace et il se trouve que les transformations cjne Pou connais- 
sait de ces equations correspondent au passage de rune a Pautre des 
surfaces focales de la congruence. 

La representation spherique cFune surface, qui apparaissait (*omme 
un artilice genial de Gauss pour etendre’ aux surfaces la notion de 
courbure, on analogie avec les courbes, s’est trouvde rentrer dans les 
icldes. de dualite de Chasles qui conduisent a ddbnir une surface par 
ses plans tangents. 11 suffisait, comme Darboux Ta moutrd, ddrrlro- 
duire la distance (Pun [loint bxo au plan tangent h c6td des cosinus 
directeurs de la normale que Gauss avait considdrds pour ddlinir la 
reprdsentation sphdrique cle la surface, 

l.e jirohleme ardu de la deformation des surfaces rcstera un exem- 
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pie 6tei"nelleinent frappant de rapprochements imprevus et f^conds. 
Si, comme Bour avait pu le croire un instant, on avait reussi I’inte- 
^‘ration de Tequation aux derivees partielles dont depend analytique- 
ment le probleme, celui-ci edt, sans doute beaucoup perdu de son 
int^ret aux yeux de nombre de math^maticiens trop enclins k n’appr^- 
cier en ces questions que le c6te analytique. Or le probleme est restd 
entier k cet 6g*ard. Cela n’a emp^ch6 ni Ribaucour et Darboux de 
mettre au jour leurs systemes cycliques, ni Darboux et toute une 
pleiade de gdometres de decouvrir les sing*ulieres circonstances qui 
accompagnent la deformation des quadriques. 

Nous ne saurions multiplier ici les examples analogues qui abon- 
dent en Geometrie transcendante. Les quelques-uns que nous venons 
de donner suffisent pour faire comprendre que, de nos jours, les 
immortels travaux des auciens g^ometres du siecle dernier ne doivent 
plus nous apparaitre comme des monuments isoles, mais bien plutdt 
comme les superbes arceaux d’un unique et grandiose edifice dont 
toutes les parties sont solidaires et ou il n’est plus permis au 
geomctre de se cantonner en un coin. Les questions sont aujourd*hui 
tenement liees entre elles qu’un chercheur qui poursuit un probleme 
pris sur un terrain determine ne peut se flatter d'y conserverle m^me 
horizon ; car il arrive souvent que la claire solution et le plein 6pa- 
nouissement du probleme s’op^rent sur un terrain tr^s different de 
celui d’ou Ton est parti. 

Il est toujours maladroit de pr^tendre isoler une question que Ton 
etudie et voilk pourquoi on ne peut conseiller de Taborder de but en 
blaiic par I’analyse. Une question de structure se trouve k chaque 
instant posee, qui ne se con fond pas plus avec le calcul que le projet 
de I’architecte avec les moellons et la chaux qu’empilent ses ouvriers. 
Dans toute question de structure g^ometrique rien ne peut supplier k 
une connaissance profonde de la matikre g6om^trique elle-m6me, 
k rajpplication d'une opinikLre rkflexion, enfiu k Texercice spontan4 
de I’intuition. Ge n’est pas que souvent le i-dsultat obtenu ne rev^te 
une forme simple que le calcul aprks coup retrouvera sans effort- 
Mais vraiment le difficile est d’abord d’y penser. 

Cette existence propre et inddpeiidante de Tesprit g^ometrique a 
donn6 lieu de tous temps k des divergences d’appr6ciations dont il 
serait sans douLe prematur6 de prddire la fin. Les Eloges jicademi- 
ques de Joseph Bertrand en dvoquent quelques "Episodes illustres dans 
le pass6. L’un des plus frappauts est la froideur avec laquelle Cauchy 
accueillit, en son temps, I’apparition du cekSbre TrniU des proprieUs 
proj actives des figures de Poucelel, Plus tard la resistance se mani- 
festa par le peu de faveur accordee aux ddeouvertes de Chasles, 
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aujourd’hui immortelles. II fallut^ les m^moires, si remarquables 
d’ailleurs, sur rattraction .de« ellipsoides pour effacer certaines pre- 
ventions. 

A Fappui de la these g-cnerale, il ne sera pas dcplac^ de citor ici 
quelques lignes de VEloge de Poncelet par Joseph Bertrand : 

« Descartes, dit Bertrand, avait cru, par des precedes uniformes, 
« de calciii, abolir le droit d’inventer avec g*enie en Geometrie. 
« Groyant avoir tout prepare et tout pr^vu, en laissant sur plus d'un 
<( point a ses successeurs le plaisir d’accomplir le prog-rbs, il en usur- 
« pait par avance tout le merite et toute la gdoire. a J’espore, disait-il, 
<c que nos neveux me sauront g-ro, non seulement des choses que j’ai 
« expliqu^es, mais aussi de celles que j’ai omises volontairement 
(c pour leur laisser le plaisir de les inventer )>/ 

« Geux, poursuit Joseph Bertrand, qui^ sur la foi d'un si fier g'6nie, 
•« ont cru r6re des dccouvei'tes orig‘inales termin6es dans ]’6tude 
<c des courbes, chercherent naturellement dans d’autres parties de la 
« Science un plus friictueux emploi de leurs efforts et le prog‘r6s le 
« plus grand, sans difficult^, q-u'ait jamais fait cette belle th^orie, a 
« ^te ainsi Toccasion et le signal d’un temps d'arrSt dans sa 
« marche. 

« Descartes oubliait que, suivant la tr6s heureuse. expression d’un 
« g6om6tre contemporain, la geometrie est un art aussi bien qu’une 
« science : Mathesis ars et scienffa dicenda ; et, s’il est quelquefois 
« possible ^-une science de marquer dans une formule d6fiiutive la 
« fin de ses efforts et le terme de ses progres, Tart eat in^puisable 
<£ et infini, toujours jeune et toujours f6cond pour des gonies nou- 
(c veaux » (i). 

Nous sera-t-il permis d’introduire ici un autre point do vue. De nos 
jours, le developpement intensif des theoiues analyiiqiies et la grande 
place qu’elles tiennent dans les programmes realisent ce resultat que 
-c’est surtout k une gymnastique de rigoureuse et abstraite logi(]ue 
que sontexercees les intelligences de nos jeunes gens. Or Texpiirionco 
dcjk ancienne des examensdit trop oloquemment comhien incomplete 
et inoperante est cette formation si ellc ne trouve pas un contropoids 
dans la pratique des realites plus concretes de la Gt^ometric ou do la 
Mecanique. Il est done grandemeat a sou bailer que le gout et le culte de 
la G6om6trie soient favoris6s dans notre enseignement plus qu’ils no 
le sont aujourd'hui. 

Le livre de M. Vessiot est de nature a contribuer, sur le terrain le 
plus eleve, k la diffusion de ces bienFaisantes (Etudes ou le gdnie 

(i) par Joseph Bertrand, Harhrtto, 1890, p. 108. 
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fran^ais s’est si harmonieusement manifeste en eleg-ance et en gran- 
deur. M. Vessiot, qui est aussi un analyste averti, a su donner a son 
exposition cette forme impeccable dans la precision, qui facilite pr6- 
cieusement le maniement des notions quantitatives et des formulas 
g*enerales ou elles interviennent. 

II a englobe dans son livre tout ce qu’il est essentiel de connaitre 
pour ^tre k meme de lire avec fruit les travaux orig'inaux des inven- 
teurs. Les amis de la Geometric ne peuvent que se r^jouir de Taide 
que ce livre va apporter a leur science favorite et doivent former les 
meilleurs vceux pour la continuation de son succes. 


G. Koenigs. 




PRIEFACE DE LA PREMIERE EDITION 


Ges leQons ont ete professte, k la Faciilte cles Sciences de Lyon, en 
1905-1906, pour repondreau programme special d’Analyse Mathema- 
tique de I’Agregatioii. Elies ont 6te autographiees sur la demande de 
mes etudiants, et r6digees par Tun d’eux. 

Peut-^tre poii’rront-elles etre utiles aux eludiaiits desireux de s’ini- 
tier k la geometrie supcrieure, et leur ^tre une bonne preparation a 
lAtude des livres de M. Darboux et des memoires originaux. 

J’ai suppose counus seulement les principes les plus simples de la 
theorie du contact; j’ai repris les points essentiels de la theoriedes 
courbes gauches et de la theorie des surfaces, en mettant en evidence 
le rdle essentiel des formules de Frenet, et des deux formes differen- 
tielles quadratiques de Gauss. 

L’objet principal domes lemons 6tait I’^tudedes systemes de droites, 
et leur application k la theorie des surfaces. Iletait natural d'y joindre 
r^tude des systemes de sphei'es, que j’ai pouss^e jusqu’aux propri^- 
tes elementaires, si attrayaiites, des syst6mes cycliques de Ribaucour. 
J’ai insist^ $ur la correspoudance entre les droites et les spheres ; je 
I’ai eclair^e par Femploi des notions d’elements de contact et de mul- 
tiplicit^s, qui est ^galement utile dans la theorie des congruences de 
rayons ; j’ai montr6 comment elle se traduit par la c^lfebre transfor- 
mation de contact de Lie, 

J’ai chercheA ddvelopper les divers sujets par la voie la plus natu- 
relle et la plus analytique ; voulant montrer k mes 61 feves comment la 
recherche methodique, la discussion approfondie des questions m^me- 
les plus simples, I’^tude attentive et rinterpr^tation des r^sultats des 
calciils, peuvent conduire aux cons6quences les plus varites etles plus 
intdressantes. 

Lyon, le i®"" juin 1906. 

E. Vessiot. 




AVERTISSEMENT 


La premiere edition de ces legons, autogTaphi^e, ajant 6te rapide- 
merit epuisee, j'ai accepte Toflre de reimpression que m’a faite 
M. Hermann. 

Les fautes d’impression avaieut ete corrigees par M. Anzemberger 
en vue de cette reedition. J’ai revu et ameliore la redaction ; et j y 
ai fait des additions importantes. M. Grevy a bien voulu m’aider pour 
la revision du texte et la correction des cpreuves : je lui en exprime 
ici toute ma reconnaissance. J’adresse aussi mes remerciements a 
M. Hermann pour le soiii apporte a d’impression. 

J’ai renonc6 a donuer des indications bibliographiques. Geci est un 
livre d’initiation, et les lecteurs desireux de poursuivre des recherches 
geometriques devront toujours se I’eporter aux admijubles ouvrages 
de Darboiix, on ils trouveront la documentation n^cessaire. 

Le 3 o septembre 1919. 


E. Vessiot, 
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REVISION DES POINTS ESSENTIELS DE LA THEORIE DES COURSES 
GAUCHES ET DES SURFACES DEVELOPPABLES 

L — COURBES GAUCHES 

Triedre de Serret-Frenet 

I, — Soil uae courbe gauche (C), dout nous supposeroiis les coor- 
donuees exprimees en fonctiou d’un paranietre t : 

=Af)- !/ ~ 9{l)^ - = K*)- 

Nous considererous dans uue telle cou»*be la tan^entes qui a pour 
parametresdirecteurs ^ ~ , et le plan oscalaiear qui coatient 

la tangeute | , J) et 1 ’accel^raliou ^ . -g-), et 

dont, par suite, les coefficients soul les determinants du 2 ^ degre 
dMuits du tableau : 


dev 

dy 

ds 

dt 

dt 

dt 

d\x 

(Py 

d^s 

dfi 

di^ 



Remarque. — Si on chang*e de parameli*e, en posant t = ^(m), I’ac- 

celeratioii nouvelle { , - 4 - ^ , A est touiours dans le plan 

\ dn^ du^ dii^ 1 

oscuiateur. 

Considerons eu uu point M de la courbe la tangente MX, la normale 
situee dans le plan oscuiateur, ou normale principale MN, et la nor- 
male MB perpendicuiaire au plan oscuiateur, ou binormale. Ges trois 
droites formeul uu triedre tri rectangle que nous appellerons triedre 
de Serrei ou de Frenet. L’uue de ses faces, celle qui est ddterminee 
par la tangeule el la normale principale, est le plan oscuiateur ; celle 
qui est determinee par la normale principale et la binormale est le 
Vessiot I 
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plan normal ; enfin celle qui est determinee par latangente et la binor- 
male s’appelle le plan rectijiant, 

Prenons sur la courbe une origine des arcs quelconque, et nn sens 
des arcs croissants egalement quelconque. La difierentielle de I’arc s 
est donn^e par la formule : 

= dx^ -j- dy- 4- 

d’ou : 


-IL ^ soul ainsi les cosinus directeurs d’une des directions 
as as ds 

de la tangente, celle qui coiTespond au sens des arcs croissants ; soient 
a, Y ces cosinus directeurs : 


(0 


dx Q ^ ^ 

^~ds^ 


Nous prendrons sur la normale principale une direction positive 
arbitraire, de cosinus directeurs <x\ binormale une 

direction positive, de cosinus directeurs cl'', y", telle que le triedre 

constitu^ par ces trois directions ait meme disposition que le triedre 
de coordonn6es. Alors : 


a p Y 
a' P' Y 
ol" 


et chaque Element dece determinant est eg'al a son coefficient dans le 
developpement du determinant. 


Formules de Serret-Frenet 

2 . — II existe entre ces cosinus directeurs et leurs difif^rentielles des 
relations importantes. En efFet, de la relation : 

a8 4- ^2 4- Y® = I 

on tire, en prenant les deriv^es des deux membres par rapport s : 
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Mais d'apres ies relations (i ) : 


dv. d^p d‘ii d^' 

ds ds^^ ' d,'i ds - ' da ds- 


et la relation precedente s’ecrit : 


, d^x: 


La direction de coefficients directeurs : 


d".v d-i/ d^^ 


ds-^ ’ ds'^ ’ ds-^ 


dot. r/S d'i 
Tls" Tfs^ ds 


esl done perpcndicnlaire a la tani»-entc; d'aiitrc part, elle est dans le 
plan osculate nr, puisqiic e’est racceleralion correspondant au para- 
metre s ; e’est done la normale ])rincipale, et par consequent il existe 
nn nomhre ii tel qne : 


(2) 


ds R* ds R’ ds R ‘ 


On en deduit, en muUipliaiit respectivemeut par et ajoutant 

membre a mem b re : 


( 3 ) 


I V r 

~~ = I7/ - - . 
R ds 


En rnultipliant maintenant par ^1- ajoutant, on obtient : 


V tf dy. 

la = o. 
ds 


D’a litre part : 


d’oii, en prenant les derivees par rap[)ort a .v : 

la -7- + -a _^= 0, 
ds ds 


et par suite : 

D'ailleurs : 


la ~ = o. 
ds 


la"“ = i , 


““ 0. 


d’ou : 
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et les deux relations precedeutes moiitreiit que la direction : 

c/a" dp” dy” 

(Is ^ ds " (Is 

est perpeiidiculaire a la taiig'eiite et a la biiiorinale. C’est done 
la normale principale, et il existe uri nombre T tel que : 

da’’ _ «' dp" _ p.' dy" __ y’ 

'■ -* > ds ~ T • ds ~ T' ds ~ t ■ 


On en deduit, ea multi pliant respect! vernent j)ar ct a^ 

membre a mem b re : 


(5) 

Enliu de la relation : 


T ds 


on tire : 


ou : 


De la relation : 


(dot’ . V ti 

la' - - 4- la"-,--= o 
ds ds 


(, du! f dot" 


ds 


ds ~ T ‘ 


on tire de meme : 



dot 


et enfiii de la relation : 
on tire : 


I 


Va' 

"f ds 


— o ; 


K ' 


rroii trols equations en : 


dot' df di 
ds ’ ds ’ ds 


dot I 

ds 




T ’ 


dent la resolution donne : 


dod _ _ « _ ^ _ _ 7 

ds'^ R t' ds~ R T’ ds^ K"“ 


encore 


jontant 


T ■ 
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Les trois groupes <le relations (2), ( 4 ), (G) constitaeul les forninleH 
(le Serret ou de Frenet. 

Courbure et Torsion 


3 . - Inleppretationde R. — Coasiderous le point f de eoordonnees a, 
£, v. Les formules(2) exprimeut urie propriete de la coiirbe lieu de ces 
[voints ; cette coiirbe est tracee sur 
Line sphere de rayon i, on Tap- 
pelle indicairice apheriqne de la 
courbe (G), et les fbrmules (2) 
montrent que la tangente en t a 
r indicMricft spherique est par al- 
lele h la fiormale principale en M 
h la coarbe (C). Soil a I’arc de 
cette indicatrice compte a partir 
d’uae origine arbitraire dans iiii 
sens eg’alement arbitraire : 


da. 

d(T 


sS' 

rfT /It ‘ ’ 



d’oti, eii tenant compte des fbrmules (2) : 

I da 


R' 


ds 


(]onsiderons alorsles points G /' correspondant aux points M, iVr; 


d(T 

ds 


arc it' 


est, au sig^iie pres, la limite du rapport qua nd M' tend versM. 

L’arc It' est iin infiniment petit equivalent a Tavc de graml cercle ft\ 
qui a meme mesnre que Tang-Ie des deux tang-entes iiiHni- 

nient voisines on angle de con fingence ; est done la limite 

, au‘>’le tot' * 1 II , / I , , 

dll rapport 1;;::!::::" , qui sappelle la ronrbare de la courbe au point 

arc M]Vr 

iM ; R est le rayon de courbure au point M. 

Inierpretafion de T. — Pour interpreter T, on cousidorera de m^me 
le lieu du point h de coordonnees ou deaxiem,e indicatrice 

spheriqne. On remarquera que d’apres les fbrmules (2), ( 4 ), les tan- 
gent es en t, b mix deux iadicatrices sonf paralleles d la normal e 
principale en M. Si t est Tare de cette deuxieme indicatrice sphe- 
rique, on trouvera comma precedemrnent que : 

I _.dT 


ds 


(^' = ±0, 
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et que — est la limite clii rapport de Tangle des plans osculaleurs en 

M, a Tare MM' quand M' tend vers M ; e’est la torsion en M, et T 
est le rayon de torsion. 

Les deux indicatrices sont polaires rune de U autre sur la sphere. 

Discussion. Centre de courbure 

4. — Les cosituis directeiirs que nous avons introduits dependent 
de trois hypotheses arbitraires, sur le sens des arcs croissants, le 
sens positif choisl sur la normale principale et sur la disposition du 
triedre de coordonuees. Si nous chang^eons ces hypoth^ses, et si nous 
designons par des nombres egaiix h ± i, s sera i*emplace par 

deviendront £^a, sp,' ; deviendront Sgp', 

et enfin, d’apres les relations : 

a" = - rn, r = ^ 3 (y*' - «t'). y" = - p*'). 

seront remplaces par rormiiles(2) 

donnenl alors : 

SfCtciC S20c' 

sir/s A 

c’est-ii-dire que R se change en SgR ; et son sigiie uc depend <[Lie de la 
direction positive choisie sur la normale principale. 

Done le point C de la normale principale, tel que MG (R etant 
defini algtSbriquement comme preccdcniment), est un clement gnoind- 
trique attache <'i la courbe donnee. Ce point G s’ap]udle centre de 
courbure en M, 

Voyons maintenantT. Les formules {!\) donnenl : 

zids T 

ou : 

dd' 

Done T se change en £3!' ; et le signe de T depend iiniquernent de la 
disposition dii triMve do coordonnecs, 11 n’v a done pas lieu do dMinir 
nn centre de torsion. 
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Signe de la torsion. Forme de la courbe 


5. — Pour interpreter le signe de T, nous allons etudier la rotation 
d'un plan passant par la tangente MT et par un point M' de la courbe, 
infiniment voisin de M. Rapportons la courbe an triedre de Secret, la 
tangente etant OX, la normale principale OY, la binormale OZ. Alors 
a = I, p = 0, Y = o : a' = o, P' = I, y' = o ; a" = o, p" = o, 
I. Nous allons chercher les d^veloppements des coordonnees d’un 
point de la courbe, infiniment voisin deM,suivant les puissances crois- 
santes de ds (I’arc de la courbe compt6 ^ partir du point Mj. 

Nous avons : 

ds dx , ds^ d^x , ds^ d'^x 
I ds 2 ds"^ "^6 ds^ 



Or, d’apres les formules de Frenet : 



d-x do(. a! 

ds'^ ds R 


d^x I c/«' , ^\r) I / « a"\ a' dK i 

'W~'d^-~K “ ~s R \ R~Ty(“'R2 &'~~R2 


et de m^me pour les autres coordonnees. On trouve ainsi : 

= ••• 

Y= -Lds^ + ... 


(7) 


2R 


6R2 ds 


Z = 


6RT 


ds^ + . . . 


Tels sont les developpements des coordonnees du point M' infiniment 
voisin de M. 

Le plan que nous considerons passe par la tangente ; le sens initial 
de sa rotation, quand ds varie k partir de zero, est donne par le signe 

de Y 1 coefficient angulaire de sa trace sur le plan des YZ, Or : 


)]. 
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Ge coefficient ang*ulaire est positif, si T 0, pour s croissant, c'est- 
a-dire quand le point se d 6 place dans la direction positive de la taii- 

g*ente ; le plan va alors 
tourner dans le sens 
positif. Si, de plus, on 
suppose, par exemple, 
R > o, le point M' 
etant an-dessus du 
plan des XY, Parc MM' 
de la courbe est en 
avant du plan des XZ, 
si T < 0 ; il est an 
contraire en aj*riere si 
T>0. 

Les formiiles ( 7 ) 
permettent de repre- 
senter les projections 
de la courbe sur les 
trois faces du triedre 
de Secret dans le voi- 
siuag*e du point M. 
Nous snpposerons j>onr 



dessiner ces projections R > O et T <; 0. 

La consideration des formules ( 7 ) prises deuv a deux monlre que 
sur le plan recti fi ant (XZ) la projection a au point uii point d’in- 
flexion, la tang-ente inflexionnelle tHant OX. Sur le plan osculateur, 
la projection a au point m uii point ordinaire, la langenle etant OX ; 
enfin sur le plan normal (YZ) la projection a en r/u un point de 
rebroussement, la tang*ente de rebroussemcMit etant OY, 


Mouvement du triedre de Serret-Frenet 

6 . — Remarque. — Gonsid^rons un point P invariablemeut lie an 
triMre de. Secret, et soient X,Y^Z sos coordonuees constautes [)ar ra])- 
port a ce triedre; soient les coordoundes dece [)oint par j'apport 

h un systeme d’axes fixes, Lorsqiie le sommet du triedre de Sej‘ret 
deceit la courbe donnee, les projections de la vitesse thi point P sur les 
axes fixes sont, en remarquant que : 

f E = 4 - aX -f a'Y + a"Z 

] •/)=// 4* PX+ P^'Y+ 

( c = 5 4 - 4- 
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dl fix . , y ciy.' j „ ch!' 

df df ' ^ (ft dt ' ^ di 

4 , 4 ' 4 " 

dt ~ dt ’ ■//> ‘ "^1// 

y‘^ 4 . y ^^ 4 - 7 -'' 
dt — dt ^ -^dt + di ^ 


ou encore 


= [’ + ^S-''(R+T)+2f]J 


I f 

I 

1 (h 

j di~ 

\ ^1— 

I df 

Les projections de la vitesse sur les axes mobiles sontalors : 


4 

+ 


d'fi 

+ ■ 

, 4 

{ Y\ 

ds 

' 57 


U 

dt ~ 

T-r) 

'^dt 

,dE 

+ 

A / 

d'Ci 

+ 'i 

/ 4 _ 

/X . 7A 

,ds 

■ di 

,8 

dt 

dt ~ 

Ha + Ty 

>57 

„d± 

+ 


d'n 

+ V 

.»di; 

Y dii 


dt 


dt 

dt~ 

' T df 



di 


V. = a- 


e.st la vitesse dn sommet du triMre* Si nous ne cousiderons que 


la vitesse de rotation, nous savons que, si p,q.r sont les coni[)osantes 
de la rotation instantanee sur les axes mobiles : 

V.,, = q7a-~ rV, Vv = /*X - p7, V, = /)Y — r/X, 

et nous trouvons ainsi.en identifiaiit avec les expressions precedentes : 


P 


I ds 

f df ' 


q = o. 


I ds 
Rli' 


ce qui montre qifa chaqae instant la rotation instantanee esi dans le 
plan recti fiant, et quelle a pour composantes saivant la tanqente ei 
la binormale la torsion e.t la coarbure^ si on suppose t = s. 

Si Ton suppose le tricdre de Serret transporte a Torigine, il tourne 
autour de son sommet, I'axe instantaiie de rotation est dans le plan 
rectifiant, et le mouvement du triMre est obtenu [)ar le roulement de 
ce plan sur un certain cone. 
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Galcul de R 


7 . — Reprenons la formule (3) : 


De la relation : 


on tire : 


I ^ , da 
— = LOL . 

R ds 


OL 


doc 

ds 


da dsd^x — dxd'^s 

ds ds^ 


Posons maintenant : 


A = dyd^z — dzd^y, B = dzd^x — dxd^z^ C = dxd^y — dyd^x, 
et : 

± V A* 4 - + G* = D. 

A,B?C1 sont les coefficients du plan osculateur; par suite, le signe 
de D pouvant etre arbitrairement choisi, les cosinus directeurs de la 
binormale sont : 


a 


u 




U’ 


et les cosinus directeurs de lanormale principale sont : 

f ^ V Bd/ir — Cd/y d^xidif- + dz^) — dx{di/d’^y + dsd-z) 

“ — ''P PT Drfs ~ ' ^ 

dKxds'^ — dxdsd^s dsd.^x — dxd'^s 

Drfi ~ n ’ 

et, de inline : 

at dsd'^y — di/dh* 

^ ~ D 

, dsd^z — dsd'^s 
^ ; 

et alors : 


I ^ fda lids — Qdy dsd!^x — dxd^s 

R ds ds^ 
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ce qiii peut s’ecrire : 

La deuxieme somme est nulle, et : 


R 


Df/6-5 




Cdy) = 


\>ds^ 


d’ou enfin : 


dx dy dz 
d^x d^if d^s 
A B C 


I 

R 


\l{dyd'^s— dsd'^y)^ 

T ‘ 

(dx^ dy^ f/r2) a 


D 

ds^ ’ 


Calcul de T 


8. — De m^me : 


I dct'^ Bdz — Cdy D.c?A — A<a?D 

T W ‘ D.cis P* 


ce qui peut s’ecrire ; 




T D^-ds^ 

La deuxieme somme est nulle, et : 


DV/.92 


ZA{Bdz — Cdy), 


T ~ D^-ds 
ou : 


^ ^dA(Bds:- Cdy)==. -Z{dyd^s - dzcPij) [dsd^x -dxd^s), 


— ^fPx{dy(Pz — dscPy) — Zdx(dyd^z — dz(P‘y). 
La deuxieme somme est nulle, et : 


A = ± ZdKv[dyd*s — dsd^y) = — -jA 


dx dy dz 
d^x d^y d^z 
d^x d^y d^z 


ou : 


D® =. l,{dyd^z-- dzd^yy. 
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Hemavque, — Pour qiie la torsion d’une courbe soil coastamiiieiit 
iiulle, il faut et il suffit qiie I’on ail constain merit : 


dx dy ds 
dKv dHj d^z 
d\r d^y d^z 


■ 0 . 


ce qui exige qiie y, z soient lies par une relation lineaii^e, a coeHi- 
cients constants, c'est-a-dire qne la courbe soil [ilane. Ainsi Jes courbes: 
a torsion constamrnent nidle sont Ips courbes plnnps. 


Sphere osculatric© 

(j. — Cherchons les spheres qui ont en M, avec la courbe consi- 
d^ree, un contact du second ordre. Le centre [Xo^yo^Zo) rayon 

d’une telle sphere sont, d'apres la theorie du contact, determines 
par les equations suivantes, que nous devoloppons au moyeii des 
form u les de Serret-F renet : 

l(x — XoY — R? = o, 

[S(.r — — R|J = 0 , on Sa(.r — Xo) = o, 

— Ro] = o, on I 4" Sa^(,r — .n^) = o. 

Si on prend le triedre de Serret-F renet pour triedre de eooi‘donnees, 
cornnie on I’a fait plus haut, elles se reduiseut a : 

Sr®— Ra= o, xo = 0 , i/o = R® : 

et requation g'ent^rale des spheres cherchees est, Zn restant arbitral re, 
X2 4- Y2 -f Z® — 2 Ry — :>.ZoZ = o. 

C*est un faisceau de s[)heres, dont fait partie le plan oscnila- 
teur Z = o. On verifie ainsi la propriete do (ionlact dii plan oscula- 
te ur. 

Le cer<de coinmuu h toutes ces sjiheres ost, de plus, d’ainrs la 
theorie du contact Jes courbes, celiii qui a un contact du second ordre 
avec la courbe, c’est-h-dire le cprcf.p osculaienr. Ses equations sont : 

Z == 0, + V® — ?.RY o, 

done il est dans le plan osculateur, a pour centre le (*.eatre de cour- 
bure C (X == 0 , Y = R), et passe en M. Le lieu des centres des sph<'*^ 
res (ionsid^r^es est I’axe du cet*cle osculateuv. 
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Parmi toutes ces spheres, ii y eii a uue qui a iiii contact du troi- 
sieme ordre avec la courbe. On Tobtieiit eii introduisaut la condition 
nouvelle : 

c'est-a-dire. : 


I clR 
R cIs 





— JJo) j = o. 


qui se reduit, avec les a.ves parti cii Hers employes, et les valeurs trou- 
vees precedemment pour XoJJo: a : 


clK 

(is 


Le centre de celte sphere, qui est la sphere oscalatfnce, est done 
defini par les tbrmules : 

X<, = 0. y„ = + R, Zo = - T 

(Is 

et son rayon est donne par la fbrmule : 


II. - SURFACES DEVELOPPABLES 
ProprieWs g^ndrales 

10. — line com*be g’auche est le lieu de oo^ points ; correiativement 
nous considererous uue surface developpable, enveloppe de plans ; 
la caraett^ristique de i'lui de ces plans correspond correiativement a la 
tang-ente en un point de la courbe, puisqu'elle est I’intersection de 
deux plans iidiniment voisins. 

Suit : 

( I } /fX + + foZ -p // = u, 

requalion g'enerale des plans cunsideres, de sorte que m, u, lo, h desi- 
g’uent des fonctlons doniiees d’uu paranietre t. 

Les caracteristiques ojil, -d’apres la tlieorie des enveloppes, pour 
equations g’enerales, 

. . ( liX + uY + uiL + /i = 0 

I y.da + Yr/u +• Zrfw + dh = o. 
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La surface developpable, euveloppe des plaas (i), est, d’apres la 
theorle des enveloppes, le lieu des droites ( 2 ), qui en sont, par conse- 
quent, les g'eneratrices rectilig*nes ; et, toujours d’apres la theorie des 
enveloppes, chacun des plans (i) est taug-ent a la surface tout le long* 
de la g’^neratrice ( 2 ) correspondaiit a la meme valeiir de t. 

Considerons alors la courbe (C), lieu des points {x^ ?/, z) defiuis par 
les equations : 

{ ax vy + wz + = 

(3) ] xdii -f ydv + zdw -f dli = o, 

( xd^Li -f yd-v H- zd^io + d'^h = o. 

L’uu quelcouqiie de ses points M est sur la droite( 2 ), correspou- 
dant a la meme valeiir de f, el, par consequent, dans le plan ( 1 ) 
correspondaiit. Gherchons la tangeiite a (C) en M. Pour cela, diflereu- 
tions les equations (3) ; difft^reiiliant chacune des deux premieres, 
en tenant compte de la suivaiite, nous trouvons : 


(4) 


u.dx + v.dy + foxlz = o 
dll Ax -h da Ay + d.wAz = 0 , 


ce qui exprime que la direction de la tangente est la meme quo cello 
de la droite ( 2 ). Done les tangentes a (C) sont les generatrices de la 
developpable. 

Gherchons encore le plan osculateur a (^G) en M. 11 doit passer par la 
tangente, et 6tre parallele k la direction {d-x^ d-y^ d-z). Or si on did^- 
rentie la premiere des 6quations (4), en tenant compte de la secondc, 
on trouve : 

aA-x + vA^y + ioA^zz=: 0 , 


ce qui montre que le plan (i) satisfait aux conditions precedentes. Done 
le plan osculateur de (C) est le plan qui enveloppe la developpable. 

(G) s’appelle Varete de rebrouHsement de la developpable. 

Done toate developpable est V enveloppe des plans oscMlateurs n son 
ar^te de rebroassenient, et esf enyendree par les (anyenfes a son 
ar^ie de rebrousserneni. 

Remarques. — Nous avons fait implicitement diverses hypotheses. 
D’abord-que les equations (3) definissent e’est-k-diro quo lour 

determinant n’est pas identiquement nul. S’il Test, on a, quel que 
soit i : 


u V w 
du dv dio 
d^u d^v dho 


= 0 , 
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ce qui exprime que v, in sont lies par une relation lineaire homu- 
g-ene a coefficients constants ; c’est-a-dire que les plans (i) sont 
parallel es a une droite fixe. Dans ce cas, les droites (2} sont paralleles 
a cette meme direction, et la surface est uii cylindre, Dans ce cas 
figure, comme cas singulier, celui ou tous les plans (i) passent par 
une droite fixe, qui est alors Denveloppe. 

Ecartant ce cas, nous avons admis qu’il y avait uu lieu des points M. 
Geci suppose que M n’est pas fixe. S’il en etait ainsi, les equations ( 3 ) 
etant verifiees par les coordonn^es de ce point fixe, les plans (i) passe- 
raient par ce point fixe, ainsi que les droites (2). L’enveloppe serait un 
cdne. 

Ecartons encore ce cas. Nous avons admis de plus que les droi- 
tes (2) engendraient uiie surface. Or cela n’est en defaut que si elles 
sont toutes coufondues, ce qui est le cas singulier deja examine. 

Remarquons enfin que la courbe (G) est forcement gauche, car 
si elle etait plane, son plan etant sou plan osciilateur unique, et nos 
raisonnements ne cessant pas de s’appliquer, tous les plans (i) 
seraient confondiis. II 11 y aurait done pas oo^ plans (i). 


R^oiproques 


II. — Reciproquement les plans oscalateurs en tom les points 
d^une courbe gauche enveloppent une developpable. — En effet, 
si nous reprenons les notations du | I, le plan osculateur en un 
point d’une courbe a pour equation : 

i:a''(X — a?)=o. 

Sa caracteristique est represent^e par I’equatioii prec^dente et : 


Or 






doe 




W = o, . 
as 


«' . 


les equations de la caracteristique sont done : 

Sa'^(X — x) = o, ■ Sa'(X — a?) = o. 

Si on prend comme triedre de coordonnees le tri^dre de Serret- 
Frenet, elles se r 6 duisent a : 


Z = o, 


Y = o. 
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Done la caracteristique du plan osculatear en un point dune 
coarbe gauche est la langente a celte coarbe^ et I’enveloppe de ce 
plan est bien uae surface developpable. L’art^te de rebroussemeiit est 
d^fiaie par les equatious : 


2:a"(X — = o, 

5a'(X — .-r) = o, 


ds 


X 




da: 

da 


o. 


Considerons la troisieme equation ; i-eniarquotis que : 


:£a'^^ = W = 0, 

ds 


et 

dd a a'' 

'ds R f ■ 

Cette ^nation devient alors 

^(s + t) — = 

ou encore, eu tenant coiiipte de la premiere (^quatioi^ : 

Sa(X — oj) = o» 

Nous obteuoJis aiiisi trois equations iineaires et homogfeiies en X — .r, 
Y — Z — r, dont le determinant est i ; done : 

X — ^ = 0; Y — ^ = 0, Z — 5 = 0; 

Tar^te do rebroussement est la courbe elle-m(^me. 

Remarque, — Le nom d’ar^te de rebroussement provieui de ce fail 
que la section de In d6vel.oppable par le plan normal en M d I'arHe. 
de rebroussement pr4sente aa point M un^ point de rebroussement. 
£11 effet, rapportous la courbe au triMre de Serret relatif au ])oint M. : 
les coordonn<!ies d^iu point de la courbe voisiu du point M sorit, 
d’apres les formules 6tablies au u^ 5 ; 



REVISION DES POINTS ESSENTIELS DE LA TIIEORIE DES COrREES GAUGllES I 7 


Les coordoniiees d’uii point de la tan^-eate an point //, ^ sout : 

^ w + •••)+■ ^ + •••)■ 


Preaons riniorsection dc cetto tau^»-eiile avec le plan normal X = 0, 
ce qui donne : 


ds + •*' 

I + ... 


ds + . . . ; 


et la courbe d ’intersection a pour equations ; 



T 


“ 2k + - 


On voit qu’cllo a au point M un point do rebroussemont, la tangente 
de rebroussemont dtant la normale priiicipale. 


Surface rectifiante. — Surface polaire 

12 . — lieniavques, — Cliorclions les surfaces dcvcloppnbles envelop- 
pes des faces du tri^dre de Serret dans uno courbe i^'auche (<J). Nous 
venous dc voir que le plan osonlatear enveloppe In mrface deoeloppa-^ 
hie qui adrnet pour arHe de rebromsement (C). 

Consid6rons maintenant le plan rectiliant : 

Sa^X — ai) = 0 

la caracteristique est representee par requation precedente et par 
r^quation : 

^ :i:a(X -JC)+^ ^o:\X - a?) = 0. 

Si on pveiul les axes dc Serret, cos equations dovionnont : 

Y = 0, ^X + ^Z = 0, 


Vjbssiqt 
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la caracteristiqiie contient le point Y=o, X = — — ,Z = -i, extre- 

T R. 

mite Jii vecteur qui reprdseiite la rotation instantanee clu triedre ; 
cesi Caxe instantatie de rotation dii trihlre de Serret. Son lieu 
s’appelle la surface rectifiante. Elle contient la courbe (G). 
Gonsiderons enfin le plan normal : 

^a(X ^ x) = o, 

Ta Litre equation de la caracteristique est : 

V dcA. .-xr K y, doe 

ou : 

li:a'(X-a:)-i = o. 

Cette caracteristique s’appelle la droite polaire^ et son lieu s’appello 
la surface polaire. 

Prenant encore les axes de Serret, les equations de la droite polairo 
deviennent : 


X = o, Y=R. 


La droite polaire est done Caxe du cercle osculatenr. 

Le point de contact de la droite polaire avec I’ar^te de rebrousse- 
ment de la surface polaire est donne par les trois equations : 


Xa(X — x) = 0 , 

— ic) — R = 




O, 

ds 


o. 


La derniere devient, en tenant compte de la premiere : 


I 

T 


Sa"(X — .•c) + ^fi = 
ds 


On obtieiit, dcs lors, on prenant les axes de SoiTet : 

X = 0, Y = R, Z = — T . 

Ge soul les coordoninies du centre de la sphere osculatrice (voir 

id)- 

Done le point oil la droite pdlaire touche son enoeloppe est le 
centre de la sphere osculatrice a la courbe (G). La courbe (C) est 
trajecioire orthogonale des plans osciilateurs an lien des centres de 
ses spheres osculatrices. 
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SURFACES 


Le de la surface et les angles 


I. — Courbea tracees sur line surface. Longueurs (rare et angles. 
— Soil line surface (S) clout nous supposerons les coordoniiees iruii 
point coLivant exprimte eii fonctiou cle deux param^tres m, v : 


(S) j: =f{u, V), g — g{ii, v), s = h{ii, v) ; 

«, V soatles coordonnees carvilignes A\\ii point de la surface (S). On 
definira une coiirhe ((J) de la siu'face en etablissaiit une relation eiitre 
M, i)\ ou, ce f[ui revient an ni^me, en exprimant o en fonction crun 
m^me paramotre'if ; 

(G) « = 9(0» « = 'K0- 

La taugente a cette courbe a pour pariimotres directeurs : 

( 1 ) dx = ~ c/w + ™ c/n, dij=.^^ da + c/o, rfr = ~ da + — c/n- ; 

la tan^ente est done determiiiee par les differentielles du, do. 
L’6lemont crarc a pour expression : 

( 2 ) ds^ = dx'^ + dg^^ + Ec/«- + 2 V dado + Gdo^ — ^l\du,dv) 


en posaut : 


E = 



P _ V ^ 

^ dll dn ’ 



(Joasiderons deux courbes passant par lui inGme jioint {a, v) de la 
surface ; soient da, do les dillereutiellos correspondant Turietrelles ; 
ou, Bo celles qui correspondent a Taiitrc ; ds, Bs les differentielles das arcs 
correspondants. Si V est rang'le des deux courbes, nous savons que : 


^dxJx . 
ds.^s ’ 


cos V 
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or : 


^dx.'^x — 1 ( ~~ da + do] ( ~ om + 6o\ = 

\dm / \;vtt D^» / 

= E^/mow + F(6/«6£? 4- do^u) 4“ Gdoov ; 
c’est la Ibrme polairc de la forjne quadi'atiqiie ‘iqrfw, do) el : 

OM — r-T h — r-j 

(o) cos V = ■■ " - - - . 

2 \‘A^(du, dv)^{§ii, Sv) 

Pour quo les deux courbes soieiit orthog‘oiiales, il Taut et il siiflit que 
cos Y = o, ou : 

(4) ^da.ha -^-'¥{(111,^0 + do.^u) 4- Gxlv.^v = o. 

Ell iiarliculier, cherchous a quelle condition les coiirbea roordonnocs 
n = et V — formeut iin resean orthotjonal \ alors do — o, 
o« = 0, la condition precedente se mluit a Tidenlite : 

¥du^o — o, 

ou comme da, 6 o ue soul pas coustaniment nuls, F = o. Dans ce cas, 
le caiTc Je rolement d’arc prend la forme caractdristique : 

ds^ = Eda^ 4. GdoK 

Remarque, — Si ou dcfinil la surface par une equation de la forme : 

cii deslg'naul comme d’habitude par />, q les derivees parliolles dei: 
par rapport h x, y : 

d}i'-^:^dx^+ dy- + {pdx+ qdy)r=[i-^ p-)dxi^+ ‘ipqdxdy + (i 4-<7^)^///‘'^ 
c’est-a-dire ; 

E = 1 4 " F = pq, G == 1 + q^. 


Deformation et representation conforme 

2. — Surfaces a ppLieab les. liepresenlations coaformes. — (Jonsi- 
dcrons deux surfaces (S), (SJ : 

(S) X =^f(u. V), y = y{u, o), s = o) 

(Si) u? =yo(Wi, o^), y — (jo{ih. Ui), 5 = v^). 
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On pent etablir line correspoudance point par point entre ces deux 
surfaces, et cela J'liue iiiHiiite de mauiores. II sufHt de poser : 

'O' '’i = 'O' 

!es Foiictions c, 'L (!*tant quelconques, k condition toutefois qiie les 
equations precedeutes soieiit resolubles eii n, n. Les equations de la 
surface (Sj sont alors de la forme : 

(SJ ==y;(/^y), // = f/iiii.o). s = h,{u,v) ; 

ce qui revieut a dire que les points liomolo|^Lies correspondent aux 
memes systemes devaleurs des parametres. 

Soiont alors les elements d’arcs siirces deux surlaces : 


(1) ds- = Edrf^ -t- 2FdfLdn + Gdo- 

(2) ds\^ = E^dn- 4 - 2F ^diudn + G//uL 

Supposons ces elements d’arc identiques, E ^ F s: G ^ G^. 

Si alors ii,v sont exprimes eu fonctioii d’un paramtdre L les arcs des 
deux coiu‘'l)es correspondantes des deux surfaces compris entre des 
points correspondants out tons deux pour expression : 



Edii^ + ^Fdndv + Cdv^; ioJi 


etant les valeiirs de f (jui cor- 


respondent aux extremites. Reciproquemeiit, si deux arcs homoloi>‘ues 
quelconques de deux courbes homolog*ues quelconques tracees sur les 
(leiix surfaces ont meme longueur, les elements d’arc (i) el ( 2 ) sont 
identiques lorsqu’on y remplace u et v par des fonctions arbitraires 
de / ; et, [var suite, sont identiques en n, v, dii, dv. On dit alors <[ue 
les deux surfaces aont applicables V line sur Tautre, ou se doduisent 
Tune de Tautre par defopmation, 

Dans eettc correspondance, la fonction <1> etant la m6me pour les 
deux surfaces, la formula (3) du n^ i montre que les angles se conser- 
veiit. Mais la reciproque 11 ’cst pas vraie. L'expression de cos V est 
homog6ne et de degre z6ro ou E,F,G ; pour quo les angles de doux 
courbes homologues quelcouques soient i^gaux, il faut et il suFKt que : 


% 


F 

IL 


G, 




ce rapport 6tanl ind6i)eiulant de dn, di\ On dit claus ce cas 

qu il y a reprp^entafion conforms des deux surfaces Tune sur Tautre, 
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Problem e de la representation conforme 


Elani donnees deux surfaces^ il esi toujonrs possible dlHablir 
eiitre piles une representation conforme, Geci revient a dire que I’on 
peut exprimer en fonction de v de telle sorte que : 

Eda^ + 2Fdii,dv + Gdo^ = y{u, o]{E^dii^ 4- 2E^dn,dv + G^dv^). 

D^composons les deux ds- en facteurs du premier deg-re. Remar- 
quons que EG — F- est la somme des carres des determinants deduits du 
tableau : 


zx 


ar 


:>a 

Su 

a.7; 


ar 


T^V 



EG — F® est positif pour toute surface reelle. Posons : 


alors : 


EG — F2=:H^• 

ds^ = ¥j{du + do) {du + — do ) ; 


chacun des Facteurs du deuxieme membre admet un facteur int(!‘g’ranG 
done : 

da 4- do « M(zz, .u)rfa(w, u), 

du 4- ^ N(?;, y). 

Les fonctions a,p sont independantes ; en elFet, rfa et d^ ne pen vent 
s’annuler en mOme temps si H 0, ce que nous supposons. Nous 
poLivons done prendre a, p comme coordoniu^es curvilig‘nes siir la pre- 
miere surface, et nous avons [Gf. Gh. Ill, | 4] ^ 

ds^= P(z7, v)doL,dp = 0(a, j3)r/a.r/p. 

De rnf^me pour la deuxieme surface ; 

, ds^" ==: Pi(Mj[-, v.^d(x.^. dp^ = Pi)dcL^, 

a^, pj (^tant deux fonctions de independantes. 

Nous aurons alors k salisfaire k I’identitc : ■ 

0(a, ^>/a.z'/,6 s Q(x, f^i)dac^.dfi^, 

Q, Xi, (^tant des fonctions incounues de a, p. 



SURFACES 


28 


Done pour ^/x=:o, on doit avoir = u. Si nous j>reuous 
= o, sera fonction de a et de meine sera Ibuctioii de : 

= ?(*(«’ '0)’ ^’i) = WK"' ?’))• 

En prenant = 0, / 3 ^ sera Fonction de a et de mome a^, de ,8 : 

«i) = ")). "i) = «))• 

On voit done qiie Ton pent toujoiirs etablir line representation coii- 
Forme; car, dans les deux cas, quelles que soient les Fonctions 9 et 'L, 
Bi (a^, Pi) sera bien proj^ortionnel a B (a, p) d<x,d^. Et nous 

avoiis de plus la solution ^enerale de ce prol) 16 me, les Fonctions 9 et 'L 
etant arbitraires. 


Condition pour que deux surfaces soient applioables 

Deux sup/nces donnees ne soni pas en general applioables Vane 
SUP r autre, — Autrement dit, etant donnees deux surfaces, il est en 
g’en^ral impossible d’etablir eiitx*e elles une correspondance telle que 
ds^ — ds^, En effet, en repreiiant le calcul pi'ecedent, il faudrail satis- 
faire a la relation : 


B(a, p)dcL.d^ = Bi(ai, P^d^^dp ^ ; 
il Faudrait comme prcc6demment, pi'endre par exemplo : 

«i = ?(“) |3i = ’MP) ; 

et la relation ii verifier deviendi'ait : 

e{a, IS) s 0i(9(a), ; 

il cst Facile devoir que, les Fonctions B, B^ etant donnees, il est impos- 
sible, on j»‘on6ral, de trouver des Fonctions 9, satisfaisant a cetle rela- 
tion. Gonsiderons,en eflet, le cas particulier ou ladeiixieme surface est 
le plan 5 = 0. Dans ce cas, ds^ — dx^ + dg^—d^^,d^^^ et on devrait 
avoir : 

0(a, P) =: (p'{a)4/'(^), 

or la fonction B, etant quelconque, n’est pas le produit d’une Fonction 
de a par une Fonction de p. 

Pour qu’il en soit ainsi, il Faut et il suFlit que Tun ait : 
log 0(a, P) = log' ^'(*) + lug' 
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ou : 

D- lo^ & (ce. 

Dcc.D^ 

Nous venons ainsi de montrer qu’une surface n’esL pas en ^6n6ral 
applicable sui* uii plan et de trouver une condition iiecessaire ot suffi- 
sante poui* qu’une surface soit applicable sur un plan. Nous y revien- 
dmns plus loin (Ch. IV, § 3). 


Les directions conjugu^es et la forme : 


3. — Deoeloppab/es circonscrifes. Directi onfi conjacfiieeR, — Corre- 
lativement aux courbes tracees sur la siudace, lieiix de oo ^ points de la 
surface, nous consId6rerons les dtWeloppal)les circonscrltes, enveloppos 
de 00 ^ plans tangents a la surface. Dc^finissons le plan tang'ent en iin 
point de la surface. Soient /,/??, n les coefficients' directeurs de la nor- 
male, et .supposons les cooj*doiinees rectang'ulaires. Pour touto courbe 
de la surface : 

l(Jx + fncly + 7idz = o ; 


en particulier, pour les courbes coovdonnees, et nous 

aurons : 




4- n — = 0 , 
7>ll 


I h m 4- 7? — 

Da dv 


o. 


et ces relations montrent quc /, //?, Ji sont proportionnels aux dcHermi- 
nants fonctionnels A, B, C : 

/ jN A = ^ B = r = ■ 

^ ^ 7>U D/J ill l)(77j v) ' 13(77, 7>) ' b(77, 7») ’ 

nous avons vii d’ailleiirs que : 

AS 4 B2 4 C® = H2 ; 

done les cosinus directeurs de la iiormale sont : 


■(«) 



V 


C 

H 


la direction positive ainsi dofinie dependant du siecne adopte pour M. 

Considdrons une dcveloppable circoiiscrite ; nous la definirons en 
exprimant iix en fonction d’uu parametre / : 

7/ = cp(/), n = ^j7(7); 
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alors le point (a, v) decrit une courbe (C) de la surt'ace, et les plans 
tangents a la surface aux divers points de (C) euveloppent la d(h^elop- 
pable consideree. Le plan tangent a la surface au point est, 

X,Y,Z etant les cooixlonnees coiirantes. , 

/.(X — .t) + m,(Y — //) 4- n.{Z — r) = o ; 

la caracteristique est debnie par Tequatioji precedente et par I’oqua- 
tion : 


dL(X — X) + d?n.(Y — //) + dn,{Z — s) = o 

obtenue en differeutiant la precedente par rapport a /, et remarquant 
que : 

Idx + mdy + nds = o. 


Voyons quelle est la direction de cette caracteristique. Solent oa?, 
8^, Sjj ses coefficients de direction. Elle est tangente la surface, 
done on peut clioisir 3 //, de mani^re que : 


tx == — 8;/ d bv, 

ay 


8?/ 4. 

'' ay 

bs 8fi 4- ; 

V a// ^ Dy ’ 

et en rempla^ant X — x,Y — //, Z — s par les quantites proportion- 
nelles 8 x, 8 y, 85, on obtient : 


. ^!/ 


Or: 


d/. 8 x + dm., 8 y + dn, 8 z = u. 


dl 

a/- 

du 


dl 

c/n. 




Di’ 

dm 



da 

+ 

dm 

diK 


Dm 


dv 


(In. 

Dm 

dm 

da 

+ 

dn 

do 

dv ; 


et la relation precedente s’^crit : 

s [IL f dv) 8« + ^ St,) = 0. 
\l>n dv ] \d-u Ivy J 


Ordomions par ra[)port a rfo, r/u, 8w, Sn. Remarquons que : 
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d’ou ea derivant par rappoi't a u et o : 


s/f| + 


V ^ ^ 
7Su ?// 


O, 


'Ll — 

Dz/D/» 


4" 


^ Z^l 7y,T 

7>U 


O, 


De m6me, la relation : 


don lie : 


et : 




toe 
Da " 


Da^ Da D/» 


v/i!2L+ S^^=o; 

DaDa Dm Da 


de sorte que la relation cherchee s’ecrit : 


(3) 




da. Ill + '£.1 {dii.hv + dv.hi) + dv.lv=o . 


DttDa 


Telle est la relation qui exlste entre les coefficients de direction de lu 
caracteristique et de la tangeiite a la eourbe de contact. Elle serait 
visiblement la m6me en coordonn6es obliques, /, w, n etant alors les 
coefficients de Tequatiou du plan tangent. Posons : 


(/.) 


E' = S/^, 




D2,1* 
DaDa ’ 


G'= 5:/ 


tKx 


el : 

(5) dv) = FJdn^ -h ^F'diidv + &dv^. 

La relation trouvee s’cerira, avec ces notations : 

FJ.dif^n + dv'^n) + o, 

ou : 

dr ) md!t, d j^) 8„ 0 . 

^ tdu tdv 

Cette relation, dont le premier membre est la forme polaire de la 
forme U^, est symetrique par rapport a r/, S ; il ij a done reciproeile 
enire la direction de la tanrfenie. d la eourbe de contact de 
la dfheloppable et la direction de la caractMsliifue du plan 
tafu/ent d cetie deoeloppable, Ces deux directions soiit dites direc- 
tions conjiKjuees, 
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Cherchons eii iiarticulier la condition pour qiie les courl)es 
a = u= formeiit iiii reseaa conjmjue^ c’est-a-clire pour que 
leurs tangentes, en chaque point de la surface, aient des directions 
conjuguees. Alors dv = 0, ^ii = 0 : la condition est done que roii ail 
ridentite F' = 0, 


Remarque 7 . — De la relation : 


dx = ~ 7/^7 -f ^ di\ 


on tire : 


d^x = — dhi -H — d'V + ^ dll- + 2 dudv + du^, 

"tsa De dmD/> ' D/i2 

D autre part : 


i/~=o, 1 /— = 0. 

D« De 


On en conclut : 


lld^x= ll~dn^ + 2ll^^dudv + ll — du^ 

^ du^v De2 


e’est-k-dire : 


dv) ^ lld^r. 


Remarque -2. — Si on prend, en particulier, /=:A, w=B, n = G, 
la forme M'’ sera identique k lAd^x, et ses coefficients s’ 6 criront sous 
forme de determinants : 


d^^ij 525 


5*55 

y-ff 

D»r 


d^x dhj d^s 

Dw* 


dlldV 

dUdV 

DiiDa 


Dy2 DiJa Dy^ 

D,!? D// Dr 
da da 

, F'=SA-— = 

diidr 

dx 

da 

^!/ 

da 

Dr 

DtT 

, G'=SA?!^= 

dx dtj Dr 
da dll da 

d.r dq Dr 


dx 


Dr 


dx dij Dr 

da dv dr 


Da 

tv 

dr 


dr dr dv 


Formiiles fondamentales pour une courbe de la surface 

4. — Element fondameniaux dime courbe de la surface, — 
Nous considtu'erons en un point de la courbe le triodre de Serret, et un 
triedre constitue par la langente a la courbe, la normale MN a la sur- 
face, et la taiigeiite MN^ a la surface qui est normale la courbe. Nous 
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choisirons les directions positives cle telle fagon qiie le triedre M.TN'N 
ainsi constitu6 ait m^me disposition que le triedre de coordonn^es, de 
sorte que si X,{x,v sont les cosinus directeurs cle la normale a la sui‘Face, 
Yi ceux de la tangente ala surface normale a la courhe, on aura : 

a p Y 

“i Pi Yi = I* 

A \L V 

Les deux triedres cou- 
sideres ont un axe com- 
miin et de meme direc- 
tion, qui est la tangeute. 
Pour les d^finir I'lin par 
rapport ^ rautre,il su ffira 
desedounerraug’lecrune 
(les aretes de Tun avec 
I line des aretes de Tautre. Nous nous donnerons Taiij^'le 0 = (MP,MN) 
dont il faiil faire tourner la demi-normale principale MP pour Tanie- 
ner k coi'ncider avec la deml-normale a la surface MN, le sens posi- 
ti(‘ des rotations cHant cUdiui par la direction positive MT de Taxe de 
rotation. 

Gherchons les relations qui existent entre les cosiaus directeurs 
des aretes de ces triedres. Quancl on passe de Tun 41 Taiitrc, on Fall 
en r^alite une transformation de coordonnees autour de I’orig’ine dans 
le plan normal. Gousiderons le point h runite de distance de M sur 
MN. Ses coordonnees sont Rapporte au svsterae PMB il a pour 
coordonnees cos 0 et sin 0, done : 

^ >. = a' cos 0 + a'^ sin 0, 

(0 I u. = jS' cos 0 -P sin 0, 

( y = Y <ios 0 + sin 0 ; 

de mAme le point 4i Tuiute de distance sur MN', de coordonnees 
rapporte au svst^me PMR, a pour coordonnees cos ^0 7 ) ^ ^ 

et sin ^0 — = — cos 0, done : 

a,^ == a' sin 0 — y." cos 0, 

= sin 0 — cos 0, 

Y^ == Y > 

Done encore, eii faisant la transformation de coordonndes inverse : 
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( yJ =\ COS 0 + sin 0, 

I ^' = ;x cos ^ + pi 

/ ^ 1 = V cos 0 4- Vi ^ > 

I a" == A sill 6 — cos 6, 

f = a sill 0 — , 3 ^ cos 0, 

\ y" = siAi 0 — Vi 0. 

Differentions les formules (i) par ra])])ort a .s*; nous obtenoris ; 

— 3c' sin 0 + a" cos 0) ~ + cos 0 + sin 0 ~ 

ns ^ ^ f/s f:ls ds 

et ies analo,^ues ; 

dcti ft /. , „ . r/0 , . ^ dyj da!' 

= (yJ cos 0 + sin 0) -- 4- siii 0 cos 0 — 

ds ds ds ds 


et les analogues ; 

d’ou, eii tenant compte des formules de FrerieL et des relations (i), ( 2 ) : 



et les analogues ; et, cic mome, 



et les analogues ; 
Eiifin : 


( 5 ) 


dv. «' - cosO , sinO 

<77 = R“^'Tr'^ “‘"R" 


et les analogues ; 

len formales fondunienlales (3), (4), {\'i) vont perniettre de calculer 
0,R/r, cest-d~d(re de deienniaer le plan o,sculateiu\ la oourbare et la 
torsion de la courbe const der4e. 


Calcul de 


cos 6 

"IT 


Les formules (5) nous doiiiient d abord : 

cos 0 da v'i dsd^w — dxd^s :^\dKr 

~R ds ~ ds ds ds'^ ~ ds'^ ~ » 
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done, d’apres le calcul du paragraphe precedent, et en posant comme 
a la fin do ce para^^raphe : 




on obtieiit : 








& = IA 




cos 0 1 + 2V'.<hi(lo + GV/t)- 


ou entin : 


( 6 ) 


COS 9 I f(du, do) 

R H ‘ , dr) ‘ 


Calcul de 


sin 0 
"R~ 


Les formiilGS (5) donneiit encore : 

sin S V d ^ ^ dsd^x — dxd'^s 

R — f/s* — ds\ 

Remarquons qiie : 


a ^ Y 


dx dif dz 

fix fiij fis 

Is^ 

d^x dhj d“S 

\ p V 


A P V 


pour calciiler le dernier determinant, miiUiplions-lo par : 


Dy Dr 
Da D« Da 

Da ^ Da 


= A)> + Bp. + (Jv = 


A2 + B2 + C8 
11 


H; 


lo prod 11 i test : 


l~dx rulx 

1 

^ ~ dx 1 ~ dx 0 

DM ■ Da 


Dm Da 

i—fi-x 1^- fix ^y.fix 

■ , 

Ar nAx 

Dm Da 


Dm Da 

SX?-- 'Sk- SX* 


0 0 I 

Dm Da 




Da 


Da 


Dm 
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— f/w + do) -— Mu + Fc/i), 

S ^ . rfa: = i; c/m + c/m) = Fc/m + Gdo, 

Dm Dm \Dtf Dm / 


Et : 


i; ^ f/^cu = S ^ r-1 c/^>M + ci«M + c/m^ + 2 dado + c/m« 

Dm 3m \Dm Dm Dm^ DmDm Dm‘^ / 

= Ec/®cc + Fc/^m + i — c/m* + ^ c/m.c/m + / ^ — 1 ^)c/m*, 

2 Dm Dm ^ \dm 2 Dm/ ’ 

V <Px d‘o + rf„= + , ** + i!f 

\ 3 tt zv i>y 2 y 


' \ 3 tt 

= Ff/^M + Gc/*m + f — — -i — )c/m* + - dudo + 1 ii’ 

\Dz^ 2 Dy / D/^ 2 Dy 


I^Vm*. 


Le produit precedent s’ecril done : 


Ec/*m+Fc/*m+ i^c/M*+ ^dudu+ ( dv°- Edu+Fdo 
2 Zu Zv \ZO 2 Zll j 

¥d^u+(jd^v+ — — dudoi--— dv- VdU’^Gdv 

\dll 2Zv ] Zll 2 Zv 


Ge delermiaant esL la somme do deux determinants, dont le pre- 
mier est : 


Ed^u + Yd^v Eda + Edo 
Edhi + Gd-v Eda + Gdv 


— ll\dii.d-o — do.d-ii)^ 


et linalement : 


R 


Hds^ 




W[diid^o — da.d^ii) — 


L^ldu^ + -dudo + (’— . 
2 ZU Zv \Zv 


2 ZU / 


dado 4- -i — c/m* 


ZU 2 Zv / 


zu 


2 Dy 


Eda + Edo 
Eda + Gdo 


( 7 ) 
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Calcul del — 3- 

1 as 


Enfiii la formule (4) nous doiiiie : 

fife dy dz 
ctk rfjjL r/v 

\ {JL V 


I 

T' 


ds 


rA 
ds ' 


I 

^,9 


cD. d[L r/v 
A a V 


1 

(is* 


pour calculer ie determinant, uous le multiplierous encore par 
meme determinant H. Le produit sera : 


d^U 

S — (/.r 
d-v 

^uix 


Mu + Fdv 

Edu + Gdu 0 


S cfA 

lldl 

~ 

^^ — cTa 
da 

s‘^’crA 0 

du 





o 

0 1 


D ailleurs on tire de 

n— =0 


en dlfferonliant ; 

du + do) = - 1 (E'rfH + I'-'V/o; ; 
:iu DwDy J 

.de m6me : 

'^d'A g = - i (FWw 4- G'do) 


le produit est done : 


1 


11 


'Edu -f Edu Edti -4- Gdu 


E'du + E^do F^du + GV/n 
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et : 


E'da 4 - l^'dD Eda + 

1 r/0 1 

f “ 7 is ~ fl W 

EUhl 4 - ^^du Vdu 4 - Gdo 


(8^ 


Les trois rormiiles (( 3 ), ( 7 ), ( 8 ) permetteut de calculer les trois elc-* 
meiiLs Ibiidamoutaiix: 0 , U, T, 


Interpretation cinematique 


Les elements auxiliaires : 


V ^ — 

ds ds T 


cos 6/ da. SID 0 

^ ds R ’ ds R 


s’offreul d’eux-memes comme les coinposaiites, suivaut les axes MT, 
MN', MN, do la rotation inslaiitauee du Iriedre M.TN'N, lorsque le 
point M decrit la coui*be (C) avec la vilesse 4- i. 

Eu memo temps que ce triedre, consideroas le triedre trirecLaiig*le 
iutroduit par M. Darboux. 

Soil MO uue direction du plan taug*eat, choisie, iadepoudammeut 
de loute courbe ((J),ea chaquo point M {Uj v) de la surface, suivaat uuc 
ioi arbitraire inais continue ; et soit MO' la direction du plan tangent 
ijui acheve, avec MO et la uormale MN, im triedre trirecLaugle M.OO'N 
ayant m6mc disposition que le triedre de coordoniiees. C’esl ce 
triedre que nous considcrerons. 

Les cosinus directeurs \o^ [J-o, de MO, et ]do, y'o do MO' ctant 
des fonctions do [Un v), la projection de la rotation instautaiiee do ce 
triedre sur ININ, lorsque M decrit la courbe (C) avec la vitesso 4- L csL 
de la forme : 




dip 7'du + i\dv 


ds 


ds 


r et (3taat des fonctions de u, v. 

Or, si on d^signe par I’f^ngle (MO, MT), evalue en grandeur et 
eu signo dans to plan tangent orionto par MN, le mouvemoiit rolatif 
instantanc du triedre M.TN'N par rapport au triedre M.OO'N est uue 

rotation represciitee par iia vecteur, de valeur algel>ri([ue , porLc 

par MN. Ce vccteur est la difftSrence geoinetriqiie de ceux qiii repre- 

Vessiot .'i 
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seuteiil les rotations iiistaiitaiiees des deux triedres ; on a done, en 
projetant stir MN celte equipollence : 

df SID 6 7^du -f r^dv 

ds R ds ’ 

ce qu’on pent ccrire : 

(()) ds — d'^o = J'du + i\dv. 

Uelemeai (jeofnetrique ds — doo"^ est done Line forme 

linenire en dii^ do, 

11 serait facile de la calciiler en particularisant le choix de la direc- 
tion auxiliaire orig-ine MO (Cf. ch. IV | 5). 
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ETUDE DES ^L^MENTS FONDAMENTAUX DES COURBES 
D’UNE SURFACE 

Courbure normale 


I. 


llepreiioas hi premiere formiile foiidameutale 
cos 0 I 


TT 


I 

'h 


Mdu^ + (litdv + Odd^ 


les cliflereutielles secoiules J’w, d^u ii’j fi.§‘urent pas ; ne depend 

que dll rapport ~ , c’est-i'i-dire de la direction de la tangente. Done 

est le nuhm pour toutes les courbes de la surface farif/e/iies a me 
uubne droiie^ Considorons alors le centre de courbure G sur la riormale 
principale MP ; si on prend pour pole 
le point M, pour axe polaire la aormale 
MN a la surface, etpour sens positif des 
angles polaires le sens doMN vers MjN\ 

R,0 sent les coordonnees polaires du 
point C. LY‘quation : 


(‘OS 0 

“r” 


= r.to . 



repiTsente un cercle; le lieu da point 
C est nil cercle^ co qu’on pent encore voir comma il suit ; 
considerons la droite polaire, elleest dans le plan normal a la courbe, 
done elle rencontre la normaleMN k la surface en un point K tel que : 


d’ou : 


R = iMKcosO, 

R 


MK = 


cosO ’ 
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MK Gst constant, done les droifes^ polaires de toiiiea les coarben dime 
surface passant par nii mihne point M de cette surface et tamj antes 
en ce point a line me me droit e reucontreiit an an mdme point K hi 
normale en M a la surface, Leliea des centres de coarbure de toutes 
ces coiirbes est le cercle de diamefre MK (cercle de Meusnier), En 
pai’ticulier, supposous 0 = o : la iiormale priiicipale se confond avec la 
normale a la surface, Ic plan osculateiir passe par la normale, il est 
normal a la surface. Coupons la surface parce plan, K est le centre do 
coiirbiire en M de la section ; soit le rayon de courbure, nous 
avons : 

cos 6 I 

R// ' 

ce qni conduit a donner a relemeiit g'eometriquc Ic ^^on\ de 
courbure normale. On en coaclut 

R = cos 0. 

D'ou le Theoreme de Meiisnier : te centime de courbure en M dUme 
coiirbe traces sur ane surface est hi projection sur le plan oscidaieur 
en M a cefie courbe du centre de courbure de la section normale 
tamjente an M h la courbe. 

Le theoreme est en detaut si : 

d,v) = Eldid -h %V'du.diy + O'.r/n- = o. 

Alors 0 , R est en g’oneral inHni. La formiile devient com- 

pletement ind^terminee si eu m6me temps cos 0 = o ; alors la nor- 
male principale est perpend iculaire a la normale k la surfaces Ic plan 
osciilateur a la courbe est taag'ent a la surface. Les deux lan^entes ({iii 
correspondeul a ce cas d’e.xceplion s’appellciiL les deuo) directions 
a'sijmptotiques on les iangentes usymptoliques correspondant an 
point ]M considero. 

Le theoreme est egalcment eu defaut si : 

do) = Kdid -f %V.da.dv + Qido^ = o ; 

alors est inhui, K est mil en g'cncral (Of. 4)* La direction do la 
tanm'ente est telle (pie : 

-f dif + ds- = 0, 

e’est une des <lou.x droites isotropes qiii passenten M dans le plan tan- 
iji’eut en M . 

Remarque. — Conime da, do sont, en fait, des coordounces homo- 
g*ones pour la direction correspoiidaute dx., dip dx du plan tang’cnt, 
on vt^riHe (jiie la condition d' orthogonal ite de deux iangentes 
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(p. 20, equ.(4j) exprinie hieii qii’elles soiit conjug'uees hai-mouiques 
par rapport aux directions isotropes du plan tang'ent. De meme la 
condition pour qiie deiLrtangentea soimf conjugnecs (p. 26, rqii ((>)) 
exprime qu'elles soat conju^uees liarmoniqiies j)ar rapport aux taa- 
fil'entes asvmptotiques. 


Variations de la courbure normale 

2. — Le theoreme de Meusnier nous moutre que, pour etudier la 
courbure des diverses courbes d’uae surface passant par un point de 
cetLe surface, il suf'fit de consiclerer les sections norniales passant par 
les diflerentes tang'entes a la surface au point considiu'e. 

Nous avonsvii plus haut que : 

I I Wdn'^ -f- 2KWzL//i> -j- Cr'z/a- 

R7~H + ^Fdii.dv + • 

Tra^ons dans le plan tang’ent eii M les tang^entes Mil, MV aux 
courbes coordoninV-s 0 = G*® et ii = C*® qui passent par M, et consi- 
d6rons le triklre constitue par MU, MV et la normale MN h la surface : 
les cosiniis directeurs des axes sont, si on choisit pour directions posi- 
tives, siir MU et MV, le sens des a croissants et le sens desu croissants, 
respect! vement, 


Mil : 

d.T 

da 

du 

iu ds 

I 

v'E 

. — = v. 

du 

I 

II 

I Dxr 
v/ E ^ 

MV : 

d,v 

da 

dv 

da 

I 

^0 

^\U 

II 

I 

\/(I 

.-^-= a", 
dv 

I dz 

V 

MN : 

1 




H' 

» 

V 


Gonsid6roiis alors uue tangente MT quelcoiique, definie par les 
valeiirs da, do des difl'erentiellcs des coordounees w, n. Les cosiiius 
directeurs sont : 


d,c Da* du dv 

da a// ’ da ' ds 

dtj D// du Tyg dv 

da Dz/ * ds iv ’ (Is 
dz 


« , (iv i-^du -f , 


du dv ly, 

da Zn ’ da Dz) * da '' 


t-Tz du 
i^^dii 


- fA II f I , (f i> 1/ 

+ -/r • ,ir= VK;?- • IJ- + • 7,7 ’ 


v'\7?- 


dv^^tr 
ds 
- dv 
ds 
I— dv 

7h 


+ \U\ . -r- V 


Ges formulas montrent que le se^^ment directeur de MT est la 
somme ^(iumcHrique de deux seg’nients, de valeurs algebriques ; 



38 


GHAPITRE III 



dv 

Q = v^rxjp^, 


porLes respectivement sur MU 6t MV. En d’autres termes, P, O sent les 
parametres directeurs de MT dans le systeme de coordonnees UMV. 

La formule qui donne devient, en y introduisant ces pai'amHres 
directeurs : 


b7=h 


Si on considerele point obtenu en portant sur MT, a partir de M, un 

seg'ment ^ zh n/ 1 R,i I > ie lieu de ce point, dont les coordonnees, 
dans le systeme MUV, sont : 

u = ± p vtim , V = ± o v'Tsrr. 


aura pour Equation : 

+ JL.uv -|--^V» = H. 
^ y/EG ^ 


C’est une conique k centre situee dans le plan tangent, qu’on appelle 
in(j.icatrice de la surface au point M. La conique tracee, on a immedia- 
tement, par le carr^ de la mesure du rayon vecteur, le rayon de cour- 
bure d’une section norniale quelconque, et on suit sans peine la varia- 
tion du rayon de courbure, quand MT varie. 

La nature de I’indicatrice depend du signe de ^ — , ou, puisque 
E,G sont positifs, de E'G' — 

1 ® E'G' — F'2 > 0, I’indicatrice est une ellipse, tous les rayons de 
courbure sont de m^me signe, on dit que la surface ek convexe au 
point M; elle est toute entiere d’un mtoe c6te du plan tangent en M 
dans le voisinage du point M. . 

E'G' — F'-<;0, riiidicatrice est une hyperbole. La surface tra- 
verse au point M son plan tangent ; elle est dite h rourbnres oppoatieH 
ail point M. 

3'^ E'G' — F'^ = 0, rindicatrice est du genre parabole, et comine 
elle est ii centre, elle se reduit ii un systeme dedeux: droites paralleles. 
Le point M est dit pohif parahoUqtuK 


(^oiusiderons le cas particulier ou ' • est constant, ({uelle (jue solt la 

• V? 

section que Ton considcro. II Taut et il sufHt pour cela que soitinde- 
du 

pendant de ~- , done que ; 
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_ G' 

E "F^ ~ 7T ' 

Or I’an^’le w de MU avec MV estdonne par la formulp : 

cosu=n')." = -£=. 

s/EG 

Les conditions precodentes s'4criveiit done : 

_ v/EG _ 

E cos w “G ’ 

et expriment, com me il <^tait Evident a priori^ que I’indica trice est un 
cercle. 

Le point M est clit alors un ombilic. 

Remarque, — Dans le cas ou Tequation de la surface est : 

- -•=/<a;, y), 

en prenant les notations habituelles, Telement d’arc a pour expression : 
== (i + p^),dx^ 4- 2 pq,dx.di/ + (i + 

d’ou : 

E = I + /3® F ==: p,q G = I + y-, 
et : 

TI = v/E.G — F* == y/i + 4- 7®. 

Maintonanl les coefficients du plan tanj^ent ii la surface sont : 

A = — pf B = — y, C = i, 
et : 

l\,d^x = — 2r/A.f/.T = dp,d,T + dqdij, 

Mais : 

dp — rdx + dq = Rdx + /.r///, 

done : 

lA,dKT = rdx^ + p,sdxd7/ + fdy^ ; 

d’oii : 

W = r% F'—s, 
et ; 


E'G' — F'® = r/ — 5"-. 
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Sections principales 


3. — Gherchons les directions des axes de TiiKlicatriee. Ce sont des 
directions conjiig*u6es par rapport aiix directions asymptoliques de 
rinclicatrice, ddfinies par : 

dv) = o 

et par rapport aux directions isotropes dn plan tan^’ent, d6finies par : 


dv) — o. 

Elies sont done d(^finies par la condition : 

^du :^dv ^^(du, dv) H ^ 

z>4» ^{du, dv) R ' 

ddu Zdv 

piiisque dii, dv sont des coordonnees ]ionio,$;*6nes pour les directions 
MTdii plan tang'ent. 

’ Ce sont les directions principales. Les rayons de courhure corres- 
poiidants sont diis rayons de coixrbiire principanx . 

L’6quation qiii definit les directions principales esL done : 

E.du + ¥.dii +• (j,dv 

¥J.dn + Y’.dv ¥'.du + G'.dv ~ ® ’ 


D(4> 'K) 

le premier mem bre ®st uii covariant simiiltano des formes <1*, 

L equation aux rayons de courhure principaux s’obtiendra on 61imi- 
nant dii^ do entre les Equations : 


ce qui don no : 


a'r 

= 8-^ 

DT __ 

^dii 

Zda ’ 

zdi> 


E' — SE 

F' — SP 


F' — SF 

G' — SG 


S 


■ddo ’ 


0 , 


oil : 


— S(E,G' + O.E^ - ?%FF') + E'G' - F'^ = o, 


S = 


H 

R* 


avec : 
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Formule (T Euler, — Supposoiis mainteiiaiit que les courses eoor- 
(lonnees soient tang-entes aux directions pviiicipales. Ces directions 
sont rectang*Lilaires ; done lescourbes coordonnees constituent un roseau 
orthogonal, de plus Tindicatrice est rapportee a ses axes, done : 

F' =0, H = \/EG, 


et : 



EVEG 



Si nous supposons P== i, Q = o, nous avons un des rayons de 
courbure principaux : 

1 __ 

Ri ~ Ev'l^ 

pour P = o, Q = I , nous avons Tauti'e rayon de courbure princi pal Rg : 

I __ 

1^2 Gn/EG 

et la Formule devient : 

R,? “ Ri Ra * 


Mais ici, les coordoniK^^es etant rectangulaires, si 9 est Tangle (MU, MT) 
de la tangente MT avec la direction priiicipalejMU, P = cos9,Q=sin9, 
et nous ol>tenons la /b/vnw/e d Euler : 


I 

Ri^ 


Ri 


H2 


(jonsiderons la tangeiite MT' perpendiculaire a MT, il faudra rem- 
placer 9 par 9 + ^ , el nous obtiendrons : 


d’ou : 


R'n 


sin® ^ 

""rT 


COS^ y 

”r 7" 


r 7 + 


R'n 


Ri 


1 


done la tnoyenne aril hmetiq lie des courbnres de deux seclions 
norm ales rectangnlaires qaelconques est constant e et eqale a la 
moyenne. arithmetique des courbnres des sections nonnales prin- 

ci pales, (^eito. quantite constante ~ s’appelle courbure 

moyenne de la surface au point consideh'e. 
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Lignes minima 

4. — Ell chaque point d’line surface, il y a dans le plan tang’ent 
trois couples de directions remarquables : les droites isotropes du 
plan tangent, delinies par du)= o ; les directions asymptotiques 

de rindicatrice, definies par dv) = Oj et les directions princi- 

pales, conjuguees harmoniques par rapport aux deux couples prece- 

D(4> T) 

dents, qui sont definies par = o* 

Gonsid^rons les directions isotropes, et cherchons s’il exisLe sur la 
surface des courbes tangentes en chacun de leurs points a une direc- 
tion isotrope ; ceci revient h integrer T^quation differentielle : 

f\^(da,dv) = o. 

On oblient ainsi les courbes minima de la surface, L’equation pr 6 ct'- 
dente se decompose en deux equations du premier ordre, et du premier 

degre en ^ ; done il y a sur une surface deux families de eourhes 

minima, et par tout point de la surface passe en general une courhe. 
et une seiile de chaque famille. Ges courbes sont imaginaires ; le 
long de chacune d’elles : 

ds^ = dx"^ + dy^ + dz^ = 0 ; 

e’est pourquoi on les appelle aussi lignes de longueur nulle. Si on les 
preiul pour lignes coordonuees, I’equation <l>(r///,r/n) = o devant 
alors eti*e verifiee pour du = o el pour do — 0, on a, idenliqueinent : 

E = o G = 0, 

et relement d’arc se reduit a la forme caiaclerislique : 

ds^ — VL^diixlv. 

Remarque. — Le calcul neVessaire pour rapportor, effectivoment, 
la surlnce I'l scs lignes minima a etc indique, incidcinment, au Gh. 11 
(p. ?,a). Kn general, deux families distinctes de courbes de la surface 
etant definies par deux e<juaLions 

cp (w,n) == const. , d' = const., 

oil et sont des fonclions independanles, il suffit, pour prendre 
CCS couibes comme courlies coordonriees, de faire, dans les equations 
(S) de la surface (p. 19), le changement de parametres defini par 
les form u les : 
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Developpablea isotropes. — Equations des conrbes miniitia. — 
En general les deux systemes de ligne minima soiit distincts. Pour 
qu’ils soient corifondus, il faut et il siiffit qiie Ton ait identiquement : 

EG — E2 = o ; 


dans ce cas, A® -f + C® = o, et les formules foiidamentales ne 
s’appliquent plus. Pour ctudier la nature d’une telle surface, coiisidd- 
rons le plan tan^^ent : 

A(X - .r) 4 - B(Y - 4- G(Z - 5 ) = 0 ; 

ce plan est alors tang’ent a mi cone isotrope, c’est un plan isotrope. 
Tons les plans tangents a la surface sont isotropes. Glierchons 
requalion g‘ 4 nerale des plans isotropes. Soit : 


a^ 4" i^g "4“ 4* d — o 

I’equation d’un tel plan : sont lies par la condition : 


ou 

Posons : 

ou : 


r/2 4- 4- c'i = o, 

{rt 4 - ib) {a — ib) = — c-. 
a + ib = tc^ a — ib = — j (?, 
a 4- ib — tc = o, ta — ihf 4- c = o ; 


de ces deu.x relations homo^-enes en a, b^ c nous tirons : 

a b e ^ 

I — — 2/ ’ 

d’ou requalion generale des plans isotropes : 

(i) (i — t^)x 4 - i{i 4 - t-)y — 2/5 4 - = 0. 

Un plan isotrope depend de deux parametres. La surface considei*ee 
est Tenveloppe de plans isotropes; si ces plans dependent de deux para- 
nietres, elle se reduit <ui cercle imag*inaire a Tinfini. Supposons done 
que 10 soil fonction de i par exemple ; le plan tanj^ent ne dependant 
qne d’un parametre, la surluce est d^veloppable, e’esL une developpa^ 
hie isotrope. Gherchons son ar 6 te de rebroussement. Differentions 
rdquation (i) deux fois par rapj)ort a f. Nous avons, en (U^si^-iiant par 
des accents les denavees [)ar rapport k t : 

(2') — t,r 4 - ifg — - + id = 0, 

( 3 ) —x + ig-\-w"=o; 
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les equaLioQs(i) fa) (3) definissent I’art^le de rebi-ousseraonl ; (3) douiie'; 

X — i\j = io'\ 

(2) s’ecrit : 

5 = — f(x — ///) 4 * = rn' — iio'', 

et (i) devieiit : 

x + it/ = t\x — iy) d- 2 ts — 2 fO = /W + 2 t(m' — frn'') — 2 W ; 
d’oii, pour les Equations de I’ar^te de rebioussement : 

(4) X — iy = r//, X + iy = — 2 m + 2(w' — t-w\ s — w — Uo\ 
Nous en tirons : 

d{x — iy) = d{x -h iy) = — t^id"df^ dc = — tid"dl ; 

d’ou : 

d{x — iy).d{x + iy) = — = — ds- 

ou : 

d(x — iy).d(x + iy) + ds^ = 0 ^ 
dx' + dy^ + ds^ = o ; 

la courbe Irouvee esl done uiie courbe minima. iJar^ie de reMrnnfUfe-- 
7nmt d'utie developpnble iaolrope est une courbe miniinn, 
Reciproqnement, coiisidorons une courbe nuiiima. Los coordoiinoes 
x,y,z d’uu de ses points soat tolles que : 

(Lvr d- dy^ d- ds:^ = o . 

DifTci'entions : 

dx,d-x d- dy.dry d- dz.d^s o ; 
mais I’ideatito de La^raii^i^e nous doiine alors : 

^d,Tr^{d^^xf — 'Zdx,(i^x = S(rf//.c/2r — dz.di^y)'^ = o, 
c’esL-j'i-diro, A,B,C desij^‘nant les coerficients dii plan osculateur : 

AS d- d- G2 = o. 


Le plan oacalateur en an point dune conrbe minima e.si, isofrope, 
'route courbe minima peui Hre coiisideree comme I'avHe de vebrom*- 
seinent dune dhndoppnhle. isotrope. 

II en rcsulte que ceLte ar6tc de rebroussemeut est la combo 
minima la plus ij^'enerale, et que les coordoniiees d’un point dbine 
conrbe minima quelconque sout doanees par les Formulcs (4), on to est 
une function arbitraire de /, et in\ w” ses derivoes premiere etsoconde. 


liemarque, — Ges furmules ]>euvent servir ii l^dtudc des courbes 
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miuima, la Lheorie classique dc la coiirl)iire et tie latursiou Jie s’a[)pli- 
qiiant pas a ees courbes. — Observoiis a cette occasion qiie les courbps 
planes sfinees dans des plans ! sot ropes sout ei^'alemeat, au meme 
point tie vLie. des courbes singailieres. 


Lignes asymptotiques 

5 . — Si nous chcrchoiis maintenant les coucbcs d'uiie surface tan- 
4»*eiites eii chaciiii de leurs points a une asynij)tole de I’indicatrice, nous 
so mines ramenes a iiitegrer requatioii : 

(^i) '^V{du^ dv) =: 

ol nous obteiioiis les litjnes asymptotiques, Commo precedemmeiit, 
nous voyous qu’zY y a deux families de lif/iieii asymptotiques, et par 
tout point de la surface passe en yeneral une usymptoiique de cha- 
([lie fnrnilte et ane seule. 

L’eqiiatioii diHereutielle precedeute s'ecrit, d’apres les remarquos 
du § 3 du (Jli. II (p. 27), 

^LXd^jc — o. 

D’ailleurs : 

^Xdx = 0 ; 

niais A,B,C soiit los (‘.oefficieuLs du plan tangent a la surface ; Tcqua- 
Lion ( i) exprime done qu’il coiitient, outre la direction dx, dy^ ds, la 
direction d\v, d^y, d^z, e’est-a-dire qu’il coincide avec ie plan oscula- 
teur a lacourbe ; done les Hynes asymptotiques sont dejinies par la 
condition que le plan osculatear en chacun de leurs points soit 
tanyent d la surface. En particulier, yeneratrice rectiliyne 

d'une surface est une liyne asymptotique, car le plan osculateur ea 
un point d’une droite etaiit indetermine, peut etre consid^re comme 
coincidant avec le plan tangent en ce point a la surface. Si done ane 
surface est reglee^ un des systemes de Hynes asymptotiques est 
constitue par les yeneratrices rectiliynes. 

Si nous px'enous les lignes asymptotiques pour courbes coordoniiees, 
nous aurons, identiquement : 

E' = G' — o, 

ct la forme W se rediiira a la forme caracleristique : 

do) = ^F'dn.dv. 

Les lignes asymptotiques sont r6elles aux points ou la surface est 
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a coLii'biires opposees, imag-iiiaires aiix points on ello est convexe. 
Elies soiiteii general distinctes, et distinctes aiissi des lignes minima. 
No ns alio ns examiner les cas d* exception. 

lo LesVujaes asi/mptotiqaes sont confondaes. — Prenons Tequci- 
tioii de la surface sous la forme : 


•s li) ■■ 


la condition pour que 
soicnt confondiies : 

sc rcdiiit ici a : 


les deux families 

E'G' — F'2 = 0, 
rt — s'^ = 0 ; 


de 


lignes asvmptoticjiies 


tons les points de la surface doioent Hre paraboliqaes. Cette equa- 
tion exprime quo les dillerontielles to tales : 

dp = rclx 4- sdy , dq = sdx + fdy 

sont deux formes liiicaires en dx Qidy qiii nesont pas independantes, 
e'est-a-dire que les fonctions p et y de a? et y sont fo notions de rune 
d’entre elles, de p par exemple. Le plan tangent en iin point a, d’autre 
part, pour Equation : 


/)(X - X) + ry(Y _ y) _ (Z - r) = o. 

Oil : 

pX + r/Y — Z = px + qy — .j;. 

J\Iais I 

d{px -h qy — r) = xxlp + yxlq 

et nous vovons que si dp = o, puisque oette condition entraine dejk 
dq = o^ on a en mome temps d{px-\- qy — ^) = o, done px + qy — z 
est fonction de p^ de meme que <[, et alors le plan tangent ne depend 
(|ue d’uu seul parametre, et la surface est developpable. La reciproqiic 
est immediate, car si requatioii /jX -h qY — Z=.px qy — z uc 
depend que d’un parametre 0, dp et dq sont proportioniiels c/0, et 
les deux formes lintijaires dp = r.dx s.dy, dq = s.dx+ t.dy nc 
sont pas independantes. On a done bien : 

7* s 

= ri — .V® = o. 
s t 

Done les surfaces a Hynes asymptotiqaes doubles sont les surfaces 
dmeloppables., et les Hynes asyrnpiotiqiies doubles sont les yenera^ 
trices rectiliynes. Pour les developpables isotropes, les liyne't 
asyrnptoliqaes doubles sont confondiies aoec les Hynes minima, 
doubles, qnisoni les yeneratrices 'rectiliynes isoiropes. 
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Remarque. — Pour les surfaces developpables, I’arete de rebrous- 
soment ayant sou plaa osculateur tangent a la surface doit el^i'e consi- 
deree comme une ligne asymptotique. G’est en effet une integrale 
singuliere de Tc^quation ditfereutielle des lignes asymptotiqiies . 

2° Une f ami lie de lignes asymptoiiques est confondiie aveo une 
fatnille de lig'nes minima. — Ecartons le cas des developpables iso- 
tropes, qui vieiit d’etre examine. Prenons les lignes minima comme 
coLirbes coordonnees ; alors E = o, o ; et si nous supposoiis que 
la famille o = constitue uiie famille d’asympLotiques, dv=o doit 
etve solution de ~ o> = o, c’est-a-dire : 


Zx 

% 

Zz 

Za 

Zll 

ZJI 

Z.n 


Zs 

D/i 

Zv 

Zi) 

z\r. 

Z'^lJ 

Z'‘^z 

Zu^^ 

Zv^ 

ZuC^ 


II existe done eiitre les elements des lignes de ce determinant une 
mtoe relation lineaire et homogene, soit : 



Dtt* TSii ' ZVy 


Si? 


(SU Dy 






evr 

Dy 


Multiplions rcspectivement par ^ ajoutons. Le coeffi- 

cient de M est E = 0, celui de N est F, le premier membre est 
^— = o: done NF = o, et comme F ^ o, puisque les lignes minima 

Zii 1 I -> 

sont distinctes, N =: o, de sorte que ; 


^ ?!// ^ 

azzs ^ 

Zu 


Les courbes u= c’^ sont done des droites, et, comme ce sont des lignes 
minima, ce sont des droites isotropes. Reciproquement, si les cour- 
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bes 0 = soiit Jes droites, il exisle uoe louction M de ii^v, telle 
t[ue : 




:M- , 

dit 




Dm 



d’ou : 



r=M.i:A 


D.r 

DM 


de sorte qiie les courI)es y = qui soiit des droites minima, sorit des 
Hg-iies asvmptotiques. Done le^i mrf aces qui oat line fainille d as ijmp- 
iotiqiies confondue aveo une fainille de fignes minima sont des sur-- 
faces reglees a generatrices isofropes^ ef ces generatrices sont les 
asymptotiques confondiies avec des courhes minima. 

3^* Les deux sysiemes d asymptotiques sonf des coiirbes minima . — 
Alors les formes ([uadratiqiies ❖ et M'* sout proporLionnelles et : 

E' C/ 

'W~Y^G * 

L’iiidicatvice eii uu point quelconque esl uu cercle, fotis les points de 
la surface soni des ombilics. Eii prciiaiit de iiouveau les ligiics minima 
fomme courbes coordonuees, les coudilious preccdeiiles sc rcduiseiit a 
E'=G' = o. Ea repreiiautlo calcul comme precedemmeiil, on verra 
que la surface admel deux sysiemes de generatrices recti lignes iso- 
tropes, et reciproquement. Cest une sphere. 


Surfaces minima 

(). — Ge dernier cas nous a conduit a eludier la suidacc telle que 
rindicalrice soil toujoiirs un cercle. Exaniinoas malntenani lo cas ou 
cetfe indicatrice est toujoiirs une hyperbole equilatere, Ceci revient 
a chercher les surfaces pour lesquelles les lignes asymptotiques sont 
orthogonales. II faut et il suffit pour cela que : 

BG^ + GE' — 2FE' = 0, 


ou ; 
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La courbure moyeuao esl iiiillo ; los myoiis de coiirbiire en ohaqiie 
point soiit opposes ; la suri'ace est dite line surface ininimu, 

Preuous pour coordoiiuces les li”*ues minima. Alors E = o, G = o, 
et : 

(is- = ‘i¥.da,do ; 


la condition precedeiite donne F' = o, et : 


Mais : 


dv) — }^’du^ + G'c/o*. 


Dj:* 


Dr 

du 

du 

dll 

dec 


Dr 

dr 

do 

dv 

d^x 

d'^ij 

D^r 

dUdV 

dudv 

dudv 


II existe done uiie meme relation liucaire et homo£^*ene outre les ele- 
ments des lignes, soit : 




M ?:!: 4- N 


Da 


dado ^a Da ’ 



^aDy da 


N 


Dr 

dr 


Multiplloiis respeetivement par ^ ^ ^ et ajoutons. Le premier 

1 DE » . . • T 

memhre est ^ = o ; le coefficient de M est E = o : celiii de N est F : 

2 da 

done NF = 0 , et, puisqne F o,N = 0 . De m6me en multipliant par 

— et aioiitant, on trouvera M = 0 ; done : 
dr ’ dv ’ dr ’ 

d^f/ ^ D^r 

= o, ’^= 0 , = o. 

dadr dadr diidr 

i 

Ce qiii donne ; 

=/C“) + ?(w)> = 6f(") + W'^)’ - = > 

les surlaces repr6seut6es par des equations cle cette forme sont dites 
surfaces de translation. Elies peuoent Ure entjendrees de deux 
Vessjot 4 
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manieres dijferentes par la translation dune courbe de forme inva- 
riable dont un point decrit ane autre courbe, Gousid^rous eri eli’et 
sur la surface les quatre points 

D’apres les formules precedentes, ces points sont les sommets d’un 
parallelogramme. Si, laissant Vo fixe, on fait varier a, le point 
(lecrit une courbe (P) de la surface ; de meme si, laissant Uo fixe, on 
fait varier d, le point Mg decrit une autre coui'be (P') de la surface. Le 
point Mq appartieut a ces deux courbes. On peut done considerer la 
surface comme eng'endree par la courbe (P) animee d’un mouvemeiit 
de translation dans lequel le point Mq decrit la courbe (P'), on par la 
courbe (P') animee d’un mouvement de translation dans lequel le 
point Mfl decrit la courbe P. 

Pour les surfaces minima, les six fonctionsy*, 5 r,/z, 9 , 4 ',x sont pas 
quelcoiiques. Elies doivent satisfaire aux relations : 

E =f^ + cf^ + = 0, G = cp '2 + = 0 ; 

il eu resultc que la courbe : 

^ ==/("). ;/ = - = ^(«) 

est line courbe minima, et si nous nous reportons aux equations gene- 
rales d’une courbe minima, nous voyons que nous pouvons ecrire, 
F etaiit une fonction quelconque de n et F\ F”^ ses d^rivees succes- 
sives : 

\ = + + 2 uF(u) -- u^F^'(u), 

I h{ii)==F{ii)—aF\u). 

De mcme la c '" iirbe : 

= 'p(y), y = ’K^). - = X (t*) 

etant une courbe minima, on aura, G etant une fonction quelconque 
de V ct G\ G", G"' ses d^riv^es successives : 

( 9(0) — = G\v), 9(u) + 4 (^) = — 2G[v) + 2vG\v) — v^G\v), 

\ x{v)=.G\v)-vG\v); 

d’oii les coordonnees d’un point de la surface minima la plus g’cucralo : 

f x+i^— — 2F{ii} + 2 u,F{u ) — a^F\u)--2G{D) + 2vG\v) + 

< j?— iy=F\u)+ G'\v), 

( z=F[u) — aF\u) + G\v) - vG\v), 

Remarque, — Dans lecas ou Pequatlou de la surPace est mise sous 
la forme 
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Tequation aiix derivues partielles des surfaces minima, qui se irouve 
ainsi iutegree est, d’aprcs les formules de la pa^e 3 (j : 

(i 4 - p^)-i + (i + ({')• z’— 2pqs= 0. 


Lignes de courbure 

m 

7. — Les liffnes de courbure sent les lignes taiigentes eii chacua de 
Icurs points aux directions principales on axes de rindicatrice* Ge 
sont done les integrales de Fequation : 

l>.da :s.dv ?,dv " ’ 

les directions principales etant conjugiiees et orthogonales, e'est-a- 
dire conjugiiees harmoniqnes par rapport aux directions isotropes 
et aux directions asjmptotiqiies. Si ces deux couples constituent 
quatre directions distinctes, les directions principales seront aiissi 
distinctes et distinctes des precedentes. II en resulte qu’il n j aura pas 
d’autres cas singuliers pour les lignes de courbure que ceux que Ton 
a deja rencontres pour les lignes minima et les lignes asymptotiques. 

i<3 SurfaceH recjlees non developpables a generatrices isotropes 
(la sphere exceptee). Une famille de lignes minima est constitute par 
des lignes asvmptotiques. Prenant les lignes minima comme coordon- 
nees, nousavons : 

‘I> = 2F, da. do. 

Si nous supposons les lignes ii = confondiies avec des asympto- 
tiqiics, du= 0 doit annuler ; done : 

= + 2F^. da.dv. 

L’tquation difforeatiolle des lignes de courbure est alors : 
¥,dv.rdu - F.du{E'.da + F\do) = 0, 

oil : 

E^F.dn^ = 0. , 

Les lignes de courbure sonf doubles^ ce sont les generatrices recti- 
lignes isotropes qai sont deja lignes miniitia et asgiuptoUqiies , 

2^ Sphere. ‘F, sont proporlioniiels, Tequation difTtrentielle est 
identiquement verifite. Sur la sphere tontes les lignes sont lignes de 
courbure. 

3^ Surfaces developpables non isoiropes. Prenous les gtntratrices 
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I'ectiligues comme courbes ce sont des li^nes asymptotiques 

doubles, nous avons : 

(1> =z E.c/a^ 4 - + G.do\ 

= FJ.du^ ; 

roqiialion Jifrerculielle des lii^-nes de courbiire esl : 

(F.dii -h G,do)E\da = o. 

Le.s lifjnes da conrhave sont les rjeneraf rices rectili(jnes, qiii sont 
dejii Urjiies asymptotiques^ et tears trajectoires ortho qo nates, 

4° Surfaces devetoppahtes isotropes, Pi‘eaaiit pour courbes y = 
les li^'iies minima doubles coiifbndues avec les lij^’nes asymptotiques 
doubles, nous avojis : 


<h = E.dn\ ^'=YJ.du:K 

L'c^ nation aux lig*ues de courbure est identiquemeut vcrifiec. Snr 
les developpables isotropes foufes tes tiynes sont Hynes de courbure, 

5® Plan, — Pour iin plan, les courbes minima soiit des droites ; 
et loute lig'iie dii plan est asymptotique et lig’ue de courbure. 

Remarque. — Pour <{ue les courbes coordonnees soient lig'iies de 
courbure, il laut d’abord qifellcs soieiit orthog‘onales, done F = o. 
L’cquation diflereiitielle des lig-nes de courJ)ure se rediiit alors a 

EF'da'^ + (EG^ — GE') dudv — GF'c/y®- = o. 

Done, en ecartant les cas sing'uliers, Je lait que les ligiies de courbure 
sont les courbes coordonnees est caracl4ris6 par les identites F = o, 
F'=:o. 

On a veriHc au Gh. II, ^ 3, que Tideutite seule K' = o exprime (jiie 
les taugeutes aux courbes coordonnees ont, cn ebaque point do la sur- 
face, des directions conjug’U(§es, ceqii'oii exprime en disaut que cos 
courbes formeiit un reseaa conjuyue. ' 

On pent caracteriser les lignes de courbure, d’apres cela, cn disaut 
qu’elles formeut un reseau conjiiga6 orthogonal . 
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Courbure g^od^sique 


8. — Examinons maintenant ladeuxieme tbi*mule fondamentale : 


sin 6 

"r” 






E^dnd^v — dmt^n) 


L — clii^ + ~ dndv + (— — — dv^ Edu 4- ^dt^ 
2 Tsa \ZVt» 2 Tsilj 

/ — L — \ dll- 4- — diidn -f i. ^ dv^ Fdu 4- ijdv 

\ dn 2 Dn j 2 


Q est Tangle (MN,IMP) de la iiornaale 
pxniicipale avec la normale a la surface 
(I 0. Soit G le centre cle courbure. Con- 
sideroiis la droite polaire, qui rencontre 
le plan tangent eii G sur MN' : 

MC = MG cos (^0 — ^ j = mg sin 6. 

MG est ce qu’on appelle le rayon de 
courbure geodesique On a done : 

R = sin 0. 

Le point G est le centre de courbure geodesique. La projeoiion dn 
centre de courbure geodesique sar la nornmle prlnclpale est le centre 
de courbure. L’iuverse du rayon de courbure gbodt^siqiie s’appelle 
courbure geodesique. Son expression ne depend que de E,F,G et de 
lours derivees ; i a courbure geodesique se conserve qiiand on deforme 
la surface. 

Cherchons s’il existe des courbes de la surface dont le rayon de 
courbure geodesique soit coustamment infini. J3e telles courbes sont 

appelbes fignes geodesiques. Alors -- -- - est constamment iiul, et 

si ces courbes ne sont pas des droites, comme’R n’est pas constamment 
infini, sin ^) = o. Le plan osciilateur est normal a la surface en 
chaque poini de la courbe ei reciproquement . Toute droite tracee 
sur la surface est, du reste, (!‘videmment urie ligne geodesique, et pent 
toe consideree comme satisfaisant a la condition prec^dente. 
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Les ligiies g'e^oclesiques sonl dcfinies par line cV^uation ilinereiitielle 
tie la forme : 

= 4>(w, Vi 

De I’etucle des equations de cette forme il resulte quVV y a en gene- 
ral line ligne geod^siqae et line seale passant par chaque point de la 
surface ettangente en ce point h une direction donnee du plan tan-‘ 
gent, II y en a en general une. et une seule joignant deu.r points 
donnes dans an domaine siifjisamnient petit. 

Prenons pour lig’nes coordonnees les lignes minima. Alors : 

E = G = o et H2= — F2. 

L'di^uation dillerentielle des lignes geodesiques devient ; 

— rfi.* Frfo 

Tlv 

— V\dn,d.h) — dv.d'u) — = o, 

^ da^ ¥dti 

"iSU 

ou : 

du.d^v — dv.d^u 4- - — du.di)^ — ~ dn^.dv ~ o. 

Dy dll 

On voit qu’elle est verifi6e pour rf// = o, dv=o. Aiiisi les Ugnes 
minima sont des Ugnes geodesiqiies, 

, Remarque. — Si le plan osculateur se confond avec le plan tangent, 
le centre de courbure se confond avec le centre de courbure gdodfi- 
sique ; et si, en particulier, on consid6re un plan, dans ce plan la conr^ 
bare geodesique n'est autre que la courbure. II en resulte que les 
Ugnes geod4siques du plan sont les droites de ce plan, ce qu’on 
v<^rifie facilement par le calcul. 

Definition directe de la courbure geodesique. Gonsiderons sur la 

surface une courbe (G) et une famille 
de coiirbes (K) ox'thogonales a (G). 
Sur chaque courbe (K) portous «'i 
partir du point M ou elle rencontre 
la courbe (G) une longueur d’arc 
coustante MN. Pour chaque valeur 
de cette constante nous obtenons une 
courbe (G') lieu du point N. Pre- 
nons com.me oourbes coordonnees 
(z; =: G^e), les courbes (G), (C'},.., la 
courbe (G) <^taut v = o.; et ])renons 
Q' les courbes (K) commo courbes coor- 

dounoes (// = 0^^) ; nogs pourrons 
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prendre pour coordonnoe v la lonj^ueur d’arc MN. ( lonsid^i ons alors 
le carre de I’element d’arc : 


df}“ =z E dii^ 2F.d11.dv + G.dv-. 


La courbe v—o est orthog'onale a toutes les courbes (K), done, quel 
que soit n : 

F(u, o) = o : 

V repr^sentant Tare MN, on a, pour da = Q;'d.sr= do-^ d’ou G = t , 
et alors : 

ds- = F.du^ + 9^.du.d,v -b dv-. 

Nous supposei'ons que 11 represeute I’arc de la courbe (C). Alors 
pour V = o,ds— du^ done : 

E(7^,o■)= I, 

et sui' cette courbe (C) : 

H®=E.G — F»= I, 


d’ou, par example, H = i. On a done pour cette courbe (C) : 


sin 0 I 


— ^du^ Fdii 

2 




1 dVA 

2 Du / 




Fda 


2 Du 


Pour la courbe (C') nous aurons, en desi^^nant Tare de cette courbe 
par s' : 

ds'^ = F.du\ 

d’ou : 

di=rEd„, ;g=,/E, 


et si nous prenons la deriv6e logainthmique par rapport a v : 


Du 


^ loff y/E i_ dE 

Du 2E Du 


Si on fait tendrey vers z^ro, (O') tend vers (G), E tend vers i, et h la 
limite : 


ds' 
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On conclut done, en metlant lar lettee .s, an lieu de pom* deslj“'ner 
Tare de (G). 

. , / ? lOff -r~ \ 

Sin 0 I ^ r/.y 

Rflr R V / p = 0 

CO qui doiine une definition de la courlmi'e g‘eodesiqiie n’empnintant 
alien n cdemeiiL exterieiir a la surface : .<? et designent los longueurs 
(Tares homologiiessnr (G) et(C'),eti> est la longueur d’arc constante ]\1N 
comprise eutre (G) ot (G'} sur les courbes (K). Gette definition rend 
intuitive rinvariaric.e de la eourhure gdodesique dans la deformation 
des surfacewS. 


Rejyiarqne. — Les considerations qui terminent le ehapitre pr^ei^- 
deiit condiiiraieut a introduire, en memo temps que la courbnre goo- 
desique, Tel6ment geom^trique 

sin f) d<fo r^diT + rdv 

R da ^ ' 

qui, eomme la coiirbure normale, ne depend que du rapport , c eat- 

a-dire de la direction de la taugente. Mais il n’a de sens precis que ax 
on a particularise le choix des directions origines tangentes MO : e’eat 
la torsion geodeaique d’une courbe tangente a la proposee et faisanl uii 
angle constant avec les directions origines qui correspondent fi ses 
divers points. 


Propri^t^s des lignes g6od6siques 


{). — Supposons en particulier que toutes les courbes (K) soient des 
gdodesiques. Avec les m6mes conventions que precodomment, o 
doit 6Li‘e une solution de l’6qualion diffdrentielle des lignes goode- 
slqiies, ce qui donne Tidentito : 


dn 



0 


1 
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(lorK*. F est urie tbrictiou de a seuiemoiit, et (*omme F =o pour 
?) = o, F est identiquement mil, et : 

fh- = 4 - dv- \ 


et alors toutes les courbes (G) coupent ortho§“oaalement les g'eode- 
siques (K). Done a*/ noun considerom une coiirbe (G), -sv’ iiom meiions 
en char/ne point de (G) la r/eodesiqne qai liii est oHhogonale, et si 
nous portoiis sur chaenne de ces f/eodesiqaes iin arc constant^ le lieu 
des ext remit es de ces arcs est une roar be (G') nor male nux geodesi- 
ques. Nous obtenons aiiisi les courbes paralUles sur une sui'face 
quelconque. 

Reciproquement ^ si nous considerons une f ami He de geodesiqiies 
et leurs troje.ctoires orthogonales^ ces trnjectoires determinent sur 
les geodesiqnes des longueurs d*arc egales. Toujours avec les memes 
hypotheses, les courbes a = G*^® et u = etant orthog’onales, 
F = o. Les u — G^® etant des j^^eodesiques, il faut que ; 

o 

= _lG— f/i.s = o. 

2 

G 


2 


2 d-n 


G 9 ^ o, sans quoi les courbes n = G^® seraient des courbes minima, 
doiic~= o et G = 5(n). Calculons alors Tare d’une courbe (K) com- 
pris entre la courbe n = Vo et la courbe v = : 


et : 


ds- = Gdi)^ = ^{v)di)^^ 



sjn^iv). dv ; 


.S’ esL iiuldpendant de u^ Tare est hien le meme sur toutes les g^<^odeslques. 
Si on preiid encore pour v Tare sur les courbes u = c‘® : 

= Erfw® + rfy®, 

el cette forme est caracteristiqae dn systetne de coordonnees 
eniploge, const it ne par une fnmille de geodesiques et leurs irajec^ 
toires orthogonales. 

Prenons alors sur la surface deux points A,B. II existe une ligne 
g’^odi^sique et une seule dans le domairie de ces deux points et joi- 
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g’nant ces deux points. Goasidc^rons la comme appai'tenant a une 
fainille de ^eod^siques voisiiies qui ne se coupent pas dans le doniaine, 
et prenons ces g*4odesiques et leurs trajectoires orthogonales comme 
courbes coordonndes. Soit alors une ligne quelconque de la surface 
allant de A a B, et d^finie par Tequation : 

n =/(£>). 

Si A a pour coordonn^es Vo ; et si Uo^v^ sonl celles de B, la lon- 
gueur de Tare AB de cette ligne est : 

J"' \J^da^ + do^ =£"' M'E(/(v),v)f^(v) + I . dv. 

Cette intdgrale est visiblement minima si /'{v) = o, e’est-a-dire si la 
eourbe joignant AB est la g(^odesique. Done, dans un domainp 
sninment petit entourant deux points cTnne surface, la geodesiqne 
est le plus court cliemin enire ces deux points. 


Torsion g6od6sique 

10 . — Etudions enfin la troisi^me formule fbndameutale : 

I I ^'dii + FWy FWm + GWy 

T YJtJ + Fc/o Fc/m + Gdv ' 

Si 0 est constant, et en particulier constamment nul, la formule pre*- 
cedente donne la torsion ; elle donne done en particulier la torsion 

d’unegeodesique. L’e.vpression preeddente ne ddpend que de^, e’est- 

iWire de la direction de la tangente. Considerons alors sur la surface 
line eourbe (G) et un point M. II existe une geodesique tangente a (G) 

au point M et ^ est la torsion de cette geodesique. G’esL pourquoi 

I 

T -"Sv torsion geodesique. On voit ainsi que la torsioJi 

geodesique en nn point dune eourbe est la torsion de la geodesique 
tangente en ce point a la eourbe donnee. Posons : 

I dB 

Ty T ds 

Ty est le rayon de torsion geodesique. Contrairement au rayon do 
courbui'e geodesique, il change dans la deformation des surfaces. 
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La formule precMente montre que la torsion e;*eodesiqLie est iiulle 
si la direction dii^ do est une direction principale; la torsion (feodr- 
siqiie est nulle pour toute courbe tangente a une Ugne de coiirbure, 
II en i’6sulte que les lignes de rourbure onf une torsion geodHique 
const amment nuUe (Theoreme de Lancret). 

^ est le quotient de deux trindmes du deuxieme degre en da, do, 

on peut done etudier sa variation. Prenons pour coui’bes coordonndes 
les lignes de courbure, de sorte que (§ 7) F = F' = 0, et : 


Tr/ 


= h4i<®'° = (f 


G' \ du dv . 
G / ds ds 


Si nous revenons aux notations employees au | 2 pour I'^tude de la 
courbure normale, les parametres directeurs de la tangente dans le 
plan tangent sont : 


i— du /— dv 

P = S/E;^, Q = 


et alors : 




T9-—v^\E G 

les rayons de courbure principaux sont : 


I _ I F I _ J . 

Hi ~ ‘ E ’ Ra ~ vE^ G' ' 


d’ou : 


Tff — (ri 

d’ou forniule ePOssian Bonnet, analogue h la formule d’Euler : 


Th6or^mes de JoacMmsthal 


ri. — Considei'ons line courbe (G; intersection de deux surfaces ; le 
plan normal a (G) en run de ses i^oints M contient la normale princi- 
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pale MP a la courbe el les aormales MN, MN^ aux deux surfaces. 
Soil V I’ani^le des normales MN, MN^ ; 0, 6' leurs angles avec MP. 

y = 0' ^ e ; 

mais : 

I dB I I I 

d’ou eu vetvanchanl : 

_i i_ 

ds Tgr 

Supposons alors <{iie (C) soil li^ne de coiirbure des deux surfaces; 
et deux nuls, = o, V est constant. D’ou les 

Theore7}iPS dp Joachinisfhal : Si deux surfaces se coupent snivanf 
une ligne. de courhure^ leiir angle esi constant tout le long de eetie 
ligne^ el la mCme formule montre immcdiatement que reciproquo- 
ment : si deux surfaces se coupent sous un angle constant^ et si 
V intersection est ligne de coiirbure pour C une des surfaces, elle est 
nussi ligne de coiirbure pour liaiiire. Siir un plan ou sur une sph^^re, 
toutes les lig-nes sont li^nes de courbure ; done si une ligne de cour- 
bare dune surface est plane on spherigiie, le plan ou la sphere qiii 
la contient coupe la surface sous uu angle constant, el reciproqiie- 
merit, si un plan ou nne sphere coupe une surface sous nn angle 
constant F intersection est une ligne de courbure de la. surface. 
Enfin si un cercle est li|?;’ne de courbure (Fiine surface, il y a uue 
sphere passant par ce cercle qui eat taiigente k la surface en un point 
du cercle, et, par suite, eu to us les points du cercle. Done toute ligne 
de courbure circnlaire est la courbe de contact dune sphere inscrite 
oil circonscrite a la surface. De m6me toute ligne de courbure rer- 
tiligne est courbe de contact dun plan tangent a la surface en tons 
les points de cette droite. 



CHAPITRE IV 


LES SIX INVARIANTS. — LA COURBURE TOTALE 


Les six invariants 

I. — Daus Felude des coiirbes tracees siir line surface (S) ne sont 
iutervemis que les coefficieuts des deux formes qiiadratiques foiida- 
meutales : 

^ dv) — ds“ = Edu'^ + 2¥da.dv + (}dv-, 

^.\da, dv) = lX,d'X — E^dn'^ + 2F^du.do 4 * &dv^, 

et les differeutlelles de zz, u, cousldertes comme les fonctions d’uue 
variable indepeiidante i qui correspondent a chaque courbe particu- 
Here consideree. 

Si I’on deplace la surface (S) daus I'espace, sans la deformer, et 
sans chang-er les coordonnees superficielles u, v employees, ces 
formes qiiadratiques demeiirerout les memes, de sorle que leans six 
coefficients E, F, G, E', F\ G' sont six invariants dijfenentiels^ pour 
le (jroupe des moavernenis dans I'espace. 

Gela resiilte, pour la forme ds^ = ^ {du, do\ de ce qu’elle repre- 
sente le carre de la dilferentielle d’un are qui reste le mSme dans les 
conditions enouciies. 

Des lors H = y^EG — F® est un invariant, el la formule ; 

dv) = H<I>(z/zz, dv), ~~ , 

R 

douLtous les facteurs du second membre sont invariants, montre que 
W est encore un invariant. 

11 n’y a dii reste aucune difficultc a verifier, par un calcul direct, 
rinvariance des six coefficieuts sur les formulas qui les definisseut : 


(0 


^ Do? p 



= G, 

(^) 

y 1 tr' 

SA-^=F', 

V * 

D£i3 

= G', 
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OLi A, B, G sont les trois (letermiuanLs roiictioiiiiels : 

\ ]> D(r, jg) Q __ 

“ D{ii, V) ’ “ D(tt, v) ’ D(tt, 0 ) * 

Rappelons eiifin qiie : 


H = ± ± — F®* 


La forme de la surface definie par les six invariants 

2 . — Supposoiis mainteuant que E, F, G,E', F^ G' aieiit 6te calcules, 
ea fonction de ii, y, pour une surface (S) particuliere : 

(3) X —J{n, v), ij = g{u, v), s — h[u, u) ; 

etcousideroiis les equations (i), ( 2 ) comme uii systeme d’6qiiatioiis aux 
derivees partielles, ou //, 5 sont les fonctions incoiiiuies, «, v les 
variables ind6peadaiites, etE, F, G, E', F^ G' des fonctions dounees. 
En vertu de riavariaiice que nous venous d’etablir, ce systeme diffe- 
rentiel admettra comme iiitegrales, non seulemeut les Ibuctioas (3), 
qui d^fiiiissent (S), mais encoi'e toutes les fonctions : 

f X=:Xo + a/ 4- yJff + aVi, 

(4) ] y = !/o + if + P'ff + 

( ^ = + r/+ ^ff/ + f/t, 

qui defiiiisseut les surfaces obteuues eii depla^aut (S) de toutes Ics 
mauieres possibles, lorsqu’on douue k Xq, i/o', toutes les valeurs 
constantes possibles, et a a, jb, y, a', ji', y', a'', ji'', y'^ toutes les valeurs 
constantes compatibles avec les six conditions d’orthog'oualite bien 
connues. 

Nous obtenons aiiisi des intcgTales dependant de six constantes 
arbitraires. Nous montrerons que le systeme (i), ( 2 ) n’ea a pas (Fau- 
tres ; ce que nous exprimerons en disant que la forme de la surface 
est entiereuienf definie par les six invariants E, F, G, E', F', G'. 

On d^montre dans la theorie des dquations aux d(^rivees partielles 
que, dans tout systeme dont Viniegrnle c/enerale ne depend que de 
constantes arbitraires^ toutes les derivees partielles d\in certain 
ordre peuvent s exprimer en fonction des variables independantes 
et dependantes et des derivees d'ordre inferieiu\ Nous alloiis verifier 
d’abord qu’il en est bien ainsi pour le systeme (i), ( 2 V 

Differentions les equations (i). Nous obtenons les formules d6jti 
utilisees : 
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V 3.r ^ ^ :>,ju £ dE ?x 32./* _ DF I ofi . 

^ ‘ 2 ^ ^ DtfD/; 2 ■ ^ a?) 2 Di/ ’ 

dF _i_^ D-x _i_aG 1 ?^. 

ap aa^ 2 ay ’ ay a^ay 2 aa ’ ay ay^ 2 a?> ^ 


et Ton pr^voit qu'en associaiit ces equations aux equations (2), on 
obtieiidra efl’ectivement les expressions de touLes les derivees du 

second ordre en fonction de a,u, , — . 

az/’ ay’ azz’ ay du' ay 

Pour faciliter ce calcul, nous introduirons les cosinus direcLeurs de 
la normale : 


( 6 ) 




G 


et nous sLibstitiierons k la forme lAd^x la forme : 


(7) = + 2^l.da.do + 


ou : 

( 8 ) 


r _ E' Af _ E' V — ^ . 

L — H ’ ~ H ’ “ H ^ 


les equations (2) soiit alors remidacees pap les equations : 

(9) 


30 ® 

Posoiis eusuile ; 


n?:^=L, n— = M, 
“'”2 ’ away ’ 


rx^ = N. 

3£)2 


— = L'— + L" — + Ln, 

DaS 3« 3i) 

5 ^=L'^+ L''-^+ L'V, 

az?2 ^ :^o ^ 




azz^ ^ 


ay 


L', L", etaat des coefficients a determiner; nous en d6duisons : 


v?2;^_EL' I FL", 
3 « 3 h* 


V ax a^ j:? 
at> aw* 


= FL^ + GL^ 


=L'"; 

3 a> ’ 


La troisieme de ces conditions montre qiie L'" = L ; et les deux pre- 
mieres, en tenant compte des formulas ( 5 ), sont deux Equations 
lineaires qui fournissent et L'^. 

En operant de mome pour les autres derivees, on obtient les resul- 
tats suivants : 
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(lo) 


^ = L' — + L" — + L.'X, 
— = M'- 4- jM"— 4 M.a, 

:siityv i>a 

= N' + N" ?£: j. N.*A, 


avec les equations aiixiliaires : 

EL' 4 FL" = - — \ FL' 4 GL" ^ , 

2 Tyu Tyii 2 Zn 

EM’ 4 FM" = , FxM' 4 LrM" = - — , 

2 7yv 2 lyu 

EN' 4 FN" = ~ , FN' 4 (iN" 

Di» 2 lyil 2 Dr 

d’oLi Toil JecUiii‘a les valeuvs des coeFIicieiits L', L'^, M\ M", N', On 
remarquera qu’eiles ne depeadent que des coeFficients E, F, G de I’elc-. 
meat lineaire ds- = {da, dv), et des derivdes premieres de ces 
coefficients. 

Enfin, les raemes equations (lo) subsisteront pour les autres coor- 
donates y, r ; il ay aura qu’a y laisser les memes coefficients, et a y 
remplacer la leltre x par la lettre y on la lettre^, en mCmie temps 
qii’on change ra a en a ou eu v. 

Nous concluons de h'l que si on connait, pourua sys tern e de vale urs 
de ii,v, les valeurs de z et de leurs d6rivees premieres, on poiirra 
calculev les valeurs de leurs derivees secondes, et, par des diliorentia- 
tions noiivelles, celles de toiites leurs derivees d’ordre superieur ; et 
par suite les d^veloppeineuts en series de Taylor d’uae solution quel- 
coaque ne peuvent coateuir d’antres arbitraires que les valeurs initin- 
les de : 

a, A* aar D// D/y Dr Dr ^ 

? Dr’ -bid" Da’ ~iTi' "dTT’ 



qui soul d’ail leurs liees par les equations (i) ; et, lorsquc ces valeurs 
iaitiales soat donaees, riategrale est eatierement ddtermiiiee. 

Done, pourprouver que les equations (4) doniieiiL Tint^gralc gene- 
rale, il suffit de moatrer que les fonctions x,y^z definies par ces equa- 
tions (4) peuvent satis Fai re aiix conditions iaitiales dnoncees. Or, si 
nous introduisons les cosinus directeurs a', »;/, v' ; a'^, p.", v" des taii- 
gentes MU, MV aux deux courbes coordonnees qui passent par uii 
point quelcoaque M de la surFace, nous savons (lue : 

^ vs-=>Ve. 

( 
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et les conditions (i) se rcduisenl a : 

= [ , :£a"- = I . ^ = cos <.J, 

\ Eg 

to etant Tangle UMV. 

Les conditions initiales signifient done que Ton se donne ai*bili*ai- 
rement la position dn j)oint M qui correspond aiix valeurs initiales 
de u, V, et la direction des tangentes ML", MV, sous la senle reserve 
que ces directions fassent entre elles le meme angle qu'elles font au 
point correspondant de (Si. II v a done bien line des positions de (^S) 
qui satisFait a ces conditions, oL uotre resiiltat se trouve definitivement 
etabli. 

Remarque. — Le raisounement precedent serait en defaiit, si les 
courbes coordounees etaient les lignes minima (car alors E= G = o). 
Mais il suffit de remarquer que si 4> et sont coniines pour un svs- 
teme de coordounees w, o, on en dediiit leurs expressions pour un 
autre systeme de coordounees i\ en y effectuant directemeut le 
changement de variables correspondant. Notre theoreine est done 
vrai pour tout systeme de coordonnees superficielles, des qu'ii est vrai 
pour uu seul. 


Les conditions dlnt&grabilite 


3. — Les coefficients des formulas (lo) satisfont a certaines condi- 
tions. dites condiiions d'lnieqrabilite^ qu’on ol>tient, d’apres la 
theorie des equations aux deriv^es partielles, en ecrivant que chacune 

des derivees du troisiemeordre a la meme valeur, nu’on 

Tobtienue en difterentiant Tune ou Tautre des formules (lo). 

Pour obtenir ces conditions, il est commode d’avoir des formules 
qui donnent les dorivees des cosiuus directeurs a, ja, v de la normale. 
Ces cosinus sont definis par les equations : 


27 . = 0 , 


27,^ 


== I, 


qui donnent, par difierentiation : 


/ V 


(I2) 


S).^=0, 

^u 

Vessiot 





V 



- 2 a - 


■*-'1 


?z> 



r 

M, 

V 


I>.r 





Dc; 



M, 


= 0< 

Di? 
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Si done oil pose, eii suivaiit la incine methode qu'ati paraji^raphe 
precedent, 

{ 1 Dff ! D-i ! — n' ^ _L i V' _L i n 


= P' -± + P" ~ 4- Pa, 
r»// Dy 

ifi = P' + P" + Pp., 
d-u ^ 

iL= p'.^-l + p"i£. + Pv, 

:>[! Dz/ Di» 

01 j troLive : 


— = 0 '— + 0 "— + ox, 
^= 0 '— + 0 "— + Of^> 
^ = O'^ + 0'''^-+0v, 

Dr ^ Du ^r 


V ^ = KP' + FP', i: = FP' + OF", n-~ = P==o; 

DU Du Do Dll Du 

v; ?5 .^ = EQ' + FO', Z^— = FO' + OQ", SX ^ = 0 = 0 ; 


Da Do ^ Do Do Do 

d’oLi : 

( = P' ^‘?'* -4- P''' 

, \ Dli Tu 'Dv ’ 

(I 3 ) I 

( Do ^ Db ’ 

les coeflicients P^ P", O', Q" ctaut deliuis par les equations : 
. ( EP'+FP"=--L, FP' + GP" = — M, 

1 Tvr m 


. ( EP'+FP"=--L, FP' + GP" = — M, 

I EQ' -p fQ"= — M, FO' -f G(/= - N. 

11 suffira, pour }j., v, de changer x eu y, et en s, respcctivemeuL 
Nous ach^vei^oas le calcul, on supposaut la surface rapportee a ses 
lignes minima. Les calculs precedents se simplitient alovs beaucoup . 
Si nous appliquous directemeiit les formules trouvees, eu tenant 
conipte du fait quo E et G sont mils, nous obtenons, pour los foj‘- 
miiles (ii) : 

L" = o,L'=ii2lJL, M'' = 0, M'=o, iV=:o; 

’ Ob ’ oy ’ ’ 

el pour les formules (i4) ^ 


e’est-a-dire ; 


L 

P/ ^ 

M 

T’ 


F ’ 


_ D log* F 

Dx 


*" Dll ’ 

Dll 





= M.X, 


DaOp 




__o log F 

Dx 

, D02 ■ 

Do 

Do 


+ iN. A, 
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,, ( »=-F 

(ib) ; . ^ 

+ 

( Dt» b \ tHi ^^»/ 

Di tie re 11 do us par rapport a u la jiremiere equation (i5), on tenant 
compte Jes equations (i5') et (iGj : 

/ D“ lui»-F ^ 2[L\ ££ 5:!^ f / M ^ I ?lL:\ ' 

\ F / :^z/ F ‘ \ 

Di Horen dons cle meme par rajiport a u la deuxieme equation (lo) : 

D./> _ LM z.r :vM - . 

F * ?u F D/; 

ct en e^-alant, nous obteiions : 

^ " V K J \ ?/' ?« ,/ 

C’est 111 uue couditiou Je la forme : 

S' ?£ + S" + S>. = o, 

dn 

et on reprenaiit le meme calcul, pour// et 5 , on oJjtieiiclrait les conJi- 
tioiis analog-lies : 

S'^4-S'^+y!.-o, 

dll dn 

y'^4-s'^ + sv = o. 

Dm dn 

On cn conclut qu'ori a nocessaireinent S= S' = S'' = 0 , c’est-a-dire 


Ciy) _ LN— M3 _ ^ 7^7 a 1 OS’ 1^" . JL ^ ^ 

^ ^ dudn ¥ ’ " Dm ' dn dii 

et CCS conditions entratuent la condition (17). 


En ea-alant de meme les deux valeiirs de ■ — ^ -- , on obtiendra les 


conditions qui se deduisent de (18) on tVhain^oanl les rbles des varia- 
bles w, D ; cela ne modifie que la seconde deces conditions. 

Les conditions d’integ-rabilite cherchees sont clone : 
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/ ^ evL 

isndn ’ F 

y^l ^ _ ?N 

Op Op 0« 

et ce sont ia, d'c^n'cs la thaoriedes equations diffcreiitielles, les seiiles 
coiulitioiis d’iateg'rabilite du systeme coiisidere. 


Courbure totals 


La Jeuxioine des Ibrinules precedentes, due a Gauss : 


\‘iO) 


D// 0 P F 


i'onduit a mie consequence importante. Repreiious en etlet re([uatioa 
aux rayons cle courbure principaiix, qui est ici 


H 2 (LN — M 2 ) + 2SFHM — S'^F® = o. 



Elle s’ecrit : 


d’ou : 


LN — W + 2 FM. ^ 
R. 


FS 


o, 


1 _ LN — Ma 

R1H2 F 2 


c’est-iWire, d’apres la formule (20), 


(21) 


I i_ pyoff F ; 

R1R2 F o«o?^ 


le produit des rayons de courbure principaujc ne depend qim de 
V element lineaire ; il se conserve done dans la deformation des sar~ 

faces. On doiine k le 110m de Courbure totale. 

K1K2 

Remarque. — Les surfaces a courbure totale jiulle sent caracteri- 
sees, d’apres ce qui precede, soil par la condition LN — == o, ou 

E'G' — F'2 ^ qui exprime que la surface consideree est Tenveloppe 

de 00 1 plans — (page 46 ) — ; soit par la condition 0, qui 

exprime, Telement lim^aire etaiit ds- = ^Ydudv^ que la surface est 
applicable sur ua plan (page 24 )- On eii conclut douc que les surfaces 



LES SIX INVAHIXXTS. LA COURKT^RE TOTALE 


<‘9 


iippUcableasup ini p/an .sonf (es aurfaces deneloppa/j/es ( (Jh. V, ^ 4 • 

Rppresentatron spheriqne. — Do niomo que I’oii a Fait correspoii- 
dre a uiie courbe son iiidicatrioe spheriqne, on pent imaginer une cov- 
respondaiice entro iino surface qiielcoiiqiie et la sphere rle ravon i, 
]’hoinolog*ue d’un point a) cle la surface etant le point (A, a, v). A 
une aire de la surface correspond uiic aire spherique. La considcn^ation 
de la limite du rajjport de ces aires lorsqu’elles devieiment iiifiuiment 
petites dans toutes leurs dimensions va nous conduire a line dejini- 
lion direcfe de la courbure tot ale. 

L’aire sur la surface a pour expression ; 


Jb =: //V A2 4- 4- dndiy = // H diido, 


Pour avoir Taire homolog-ue sur la sphere, il faut d abord calculor 
relemeiit lineaire r/>.- -j- d\L^ -f- dv^. D’apres les formules (id) : 

,/).= — r/« + — ^ (m ~ + L — ) — -p- f N — + M 

“ ~ i ’ 

d’oii : 


= 2LMF.cifw* + 2]VINF.rft.« + aLNF.c/Wtij', 

Pour la sphere, la fouction aiialo«*ue ii H esL done : 

TSPN (LN 4 - Map' LN — M 2 LN — i\P 


\/^ 


P2 F2 — /F — 

et Fairo spherique a pour expression : 

p p LN — M2 r j 
^> = j j g dndv\ 

ce qui pent s'ecrire, eu remarquant qiie : 

^/Jb = H. dfidi\ 

LN — 


H 




done : 


dJW = 


RiR: 


dAr> : 


le rapport des aires hornologues sur la, sphere et sar la surface a 
done pour lirnlte la courbure totale^ lorsque ces aires deoiennent 
infiniment petites dans toutes [ears dimensions. 
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Coordonnees orthogonales et isothermes 


4. — Pour eviter remploi des imagdnaires dans les considerations 
qui pr 6 cMent, nous introduirons iin nouveau systeme de coordonnt^es 
curvilignes. La surface etant supposee r( 5 elle, nous choisirons d’abord 
les coordonnees minima de facoo quo w, v soient imajg'inaires conjii- 
4»*ues. Nous posei*ons done: 

n = + w\ V = w' — ii)\ 

n\ v' etant des quantites reel les. Nous en tirons : 

ria = (in' 4 - u1d\ dx^ = dix^ — idd^ 

d’oii : 

dudv = di/- + dxP, 

LVdement lineaire prend la forme : 


d(s- = 2F. dado — 2F + dd-) ; 

les coordonnees u\ d sont orthog'onales ; on leur donne le noin de 
coordonnees orthogonales et isothermes. On peut dire que ces coo/*- 
donnees divisent la surface en unreseau de carr^s infiniment petits. 
Considerons en eftet les courbes coordonnees a\ d + 4 , d + 2/i. , . 
€tn^ n' -h h, n' 2I1. . . ; si on prend Tun des quadinlaterescurvilig^nes 
obteniis, ses angles sont droits; ses cdtes sont y/^F dd et y'^aF -c/n', 
e’est-a-dire y/aF./ij aux infiniments petits d’ordre superieur pres ; ces 
arcs sont egaux. 

Avec ce systeme de coordonnees particulieres, en designant par 
E, F, (j, H les valours des Fonctions analogues aE, F, G, H, nous avons 

E = 2 F, G = 2 F, E = 0 , = E G F2 = 4F2, H == 2 F, 

done ; 

ds^- = H i^dd'^ + dd% 



0 j/dr 
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D’ou, par consequent : 

. lo^F _ . DMoffH H 

^ ?//^/» ?i0n :>n'- 

Ea supprimant les accents et les traits sup^rieurs, nous obtenons 
les formules suivantes, en coordonnees orthog*onales et isothermes: 

ds^ = }i{r/ir^^ dv% 


I _ I / DMogH H \ 

RiR2~ 2H \ :>7*2 )• 

Nous poserons encore : 

Hd^x=:hdu^ H- ^'Mdudv + Nr/n®. 
L’equation aiix rayons de courbure priucipaux sera: 

(LN _ IP) _ I (L + N) + = 0, 


et on aura : 


LN — IVP 

R 1 R .2 ~ 


Galculons la representation spherique. Posons, comme au § 2 . 


V'H 

azz ’ 


IIL 

du ’ 

\'H ■ 

Dr 

Dzz ’ 


dx 

dr ’ 

a"= — 

‘ s/n ' 

2IL 
dr ’ 

,/ !_ 

"v/H- 

^z^ 

De la relation 


:l1^ = 




nous tirons : 


z'k — = 

= 0 . 




DZ? 


D’aiitre part 


d’oii : 


cle meme : 


az/2 ?u Dzz 


V ^ r ^ b ^ 


A r 


d-^CC V 



CH APITRE IV 


D'ou trois equations en ^ ^ ^ respoctivement pai* 

A, 7/, 7" et ajoulons, il vieiit : 

D>. k ^ 

H Dff H * ’ 


et (le meme : 


Da L ^ ^ dj£^ 

~ H ‘ Dz/ IT ' D/» ’ 


^ k ^ 

Dzz H ‘ D/z H Dz» ’ 

On obtierulra par im calcul analogue : 


D/) 


Dzz ^ Dz»/’ 

'&» H\ 3a ^ 


— r= - / M— 4- N —V 

3a H \ 3a ^ 3a ^ 

Alors, siir la sphei'e, les fonctions analogues a E, F, G, H seront : 

5=s3y=^s(L^+M^y=-t!^±^- 

\DZ7 / H2 \ DZZ Dzi / 


H 


.f = S ^ ^ = f L ^ + M^-^V + N = 

DZZ Dz» H2 \ Dzz ~ Dzz / \ Dzz DZ’ / 

i; = S ('5i')’= S ( M H + N i!:y = ; 

\Dz’/ H2 \ Dzz ^ DZ’/ H ’ 


M(L + N) . 
H 


tj 

d’ou : 


et Taire siir la sphere a pour expression : 




LN — 
H 


dado. 


Oil retro uve la meme expression qiie pr^cetlemmenl, et on arriverait 
de m^me a la definition directe de la courbure totale. 

Remarque. — Dans rexpression precMente, Jb'a uii signe, qui esL 
celui de LN — IVP, car dudv est considere comme posit! f. 
L’interpr^tation de ce signe resulte de I’identit^ : 


7. 

[JL 

V 


7^ 

a 

V 

D). 

Du, 

Dv 

LN — Ms 

Da? 


Dr 

Dzz 

D« 

Dzz 

H2 

Dzz 

Dzz 

Dzz 


Da 

Dv 


Da? 


Dr 

Dr 

DZJ 

Dzj 


Dz) 

DzJ 

Dz> 
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qui iiidiqiie si les deux triodres (brnies par la direction commune de 
la uormale a la surface et de la iiormale a la sphere, et pai* les direc- 
tions positives des courbes v — const, et u = const, (eonsiderees sur 
la surface et sur la sphtu'e, respectivement) ont la meme disposition. 

Oil ea conclut que, si .V > 0, le point mobile j", z decrivant le 
contour qui limite Taire sur la surface dans le sens direct, le point 
A. a, V decrira le contour qui limite Taire homolo^ue sur la sphere 
aussi dans le sens direct. Si < 0, les conclusions sont inverses. 


Relations entre la courbure totale et la courbure 
geod6siqud 

5. — La courbure totale est un element qui reste invariant dans la 
deformation des surfaces. Gherchons s'il y a des relations entre elle et 
les autres elements invariants dans la deformation. Considerons la 
courbure §*eodesique. En coordonnees orthog’onales et isothermes, sou 
expression est : 

~ dur + — diidv — — — 

— — — dv?' 4- — dudv 4- -L lldv I 

2 c^u 2 &/’ j_J 

ou : 

^ i ^ (g do - f da) i du^ + r/«*)] ; 

mais : 

H + do-), 

et la formula prec6deiite s’ecrit : 

ds dadhi — ■ dvd^u ^ 7^ loff H , i_ D loff H j . 

Ry — + dv^ 2 <su. ^ 2 ■ 

ou encore : 

^=d /arc i do - L du. 

\ ^ du J ^ ^ rstf 2 Dzj 

Jmag'inons alors, dans le plan tang'ent, les demi-tang'entes MU, MV 
aux courbes coordonnees dans le sens respectif des ii, u croissants ; 
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eonsideroiis la tang'ente a une coiirbe qiielcoaque MT tie la surhice, 
et soit (MU, MT) = c : 


(i'oQ : 


coso = v/H§. 
sin o = v/H 


dv 

” dll ’ 

, dv 

o = arct^.^; 


et la formule precMente clevient : 


, JL i. 

R/7 ^ 2 




Prenoas alors sur la surface (S) un contour ferme et integrons le 
lon^‘ de ce contour dans le sens direct : 

ri}SE]LcIu. 






Rappelons le theoreme de Green ^ qui va nous servir ^ transformer 
ce 7‘esultat. Dans le plan des zz, y, le point (m, v) d^crit un contour 
fermis aussi dans le sens direct. Supposons-le compris entre deux 
^ tang*entes parallMes ^ Taxe des u ; 

soient A, B les points de contact. 
Nous avons ainsi deux arcs AMB et 
ANB, et si nous d^slg’nons par G le 
contour, nous avons, pour une fonc- 
tion f{u^ v) quelconque : 



f f 

/a t/ AMU »y BN, 


• Kh. 

7>lt 

BN A 


Supposons qu’une parall^le a OU, 
comprise entre les deux tangentes 
consid6rees, coupe le contour en deux 
points M ( 1 I 2 ) et N (w^). 


Soient enfin a, b les valeurs de u qui correspondent aux deux points 
A, B. Nous avons : 

£ (»);;-/, ©.trX [(»)-(»).]""■ 
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Mills : 


M) _(^I\ _ / 

el Jilor-s : 

r^, r f 

f ?if f I :>u^ / / &i?2 

«.'(; */ /{ t //I •/ 

1 ’iuieg‘rale double etaiit eteiidue a toule Taire limitee par le contour. 
Cette formule sulisisto pour un contour simple qiielconque. 
l)e meme : 

/ d// = — / f dudn. 

• I :>r II Dr 2 

c' n t,' 

Alors : 


Alors : 


/r" - - //rL “ //ro ’ 


d’ou la formula d^Ossilan Bonnet : 




Remarque. — L’ang'le 9 est Taniai'le de MU avec la tang’ente MT a la 
courbe. Supposons qu’en chaque point de la surface on determine, 
commeauch. II, §4 (pag’e 3)1), une direction MO, dont les cosinus direc- 
Leurs sont des fonctions bien dcHerminees de v. Soit >1 =(M0, MU') 
etc, =(MO, MT). Alors: 

?u = 

d'on : 

= d'\> + rfc, 

Intci^rons lo loiii’* d’un contour ferme quelconqiie : 

j ^?u = + J i 

or M'‘ est une fouction de a, n, et le long'd’ im contour forme : 

fd^(a, n) = o; 

done : 

— Mf, 

et Ton peut subsiituer a Tangle 9 Tangle 90 pr^cedemment defini. 
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Si eii parliculier la surface est iiiie sphere de rayon K, on ohtiont 
la Ibrmule qui doniie I’aire J’uii trlaui^-le sjjheriqiie : 

.1 = = ma + b ^ c-^ -). 


Nouvelle definition de la oourbure g^od^sique 


flonsiderons un air de coiirbe AB ; meuoiis eii AB les i>'eod6siqiies 
tangentes a cettecourbe, qui se coiipeiil en C' 



sous un angde z que nous appellerous angle 
de contiiigence geode^iqne. Le long du con- 
tour de ce triangle : 

et la formiile d’O. Bonnet nous doniie : 



Supposons que A corresponde an parametre /, B a / -f* et que 
tende vers o ; soil As Fare AB. Nous avons : 



et par suite : 

- ~ ( r ^) f ' 


Si A.S* tend vers o, ( ^) a pour limite la courbure geodesique an 

point A. Je dis que le deuxieme menibre a 
pour limite o ; il suffit de montrer quo 
est iiifiniment petit du deuxieme ordre au 
moins. Considerons la representation a b r 
du triangle ABC sur le plan des ao. 

j/JJb' = v)dudv — "'Kw, v)lJfdudv ; 

et, au signe pres, /jc/wesfu est egale a I’iutegs ale 
curviligne / uda^ d’apres le theoreme de Green . 
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Soieiit y.j, les expressions de £>, eii fbiictioa de //, sur les arcs he et 

/•/i' 

bk. La partiede riuteg'rale J^>^:/^^dollnee parces arcs est / (a., — v^da» 

J^o 


Cries courbes ah el he etant tau^-eiites en b, 0.3 — est iiifiuimeiit 
petit du deuxieme ordre au moins par rapport a ~ u et a fortiori 

})ar rapport a {a — Wo)- L’iategTale j (y., — i\)du, qui est eg'ale au 

J'fo ^ 

produit de [u' — iio) par la valeur moyeiiiie de — i\ sera done dii 
troisieme ordre au moias par rapport a(n' — iio), et par suite par rap- 
port a As. Le meme raisouuemeiit s’appliquaat aux autres arcs ar et 
ak^ on voit que ffd^h' est du troisieme ordre au moins, et la proprietc 
est etablie. 

La courbiire geodesiqiie pent done so dcHiiir coinine la courbure eu 
^‘oomcHrie. plane : la Urnife du rapport de bangle de coniinnenve 
(geodesiqne) a bare de la courhe^ lorsque ce dernier tend vers zero. 


Surfaces a courbure totale constante 


G. — Nous avons vu que les surfaces a courbure totale coustam- 
meat imlle sont le plan et les surfaces developpables (^| 3 ). Conside- 
rons, mainteiiant, les surfaces u courbure totale couslaute non nulle. 
Parmi elles jBgurent les spheres, une sphere de rayon R ayant pour 

courbure totale^ . Cherchons, sous la forme : 

ds^ = 'iVdiiMv^ 


relemenl lineaire des surfaces a courbure totale constante^— = k. 

RiRa 

D’apres la formule (21) (| 3 ) : 

I 1^^ 

RiR2 P ’ 


cela revient a integTer Tequatiou aux derivees partielles {equatiQn de 
Liouville) : 


(0 


aMoa-F 


: — kY, 


La solution Fournie par les spheres de rayon R, pour ^ = , pevmet 

de prevoir quelle ea est TintegTale g'enerale. 

Rapporto'ns, en elfet, la sphere de rayon R, qui a rorigiue pour 



LES SIX INVARIANTS. LA CUURBLTRE TOTALE 

centre, a ses lig’ues minima, c'est-u-dire a ses g’eneratrices rectilignes 
Des equations de celles-ci : 

X -f iy = m{R — r), x — hj (R + r), 

,r + iy = y(R -h — iy =~ (R — s), 

on deJuit immediatement les equations parametriques de la splicre ; 


( 2 ) x-\-iy=~ 


x — iy = 


K-f - « •;/ — ^ — „ + „ » ^ „ > 

d’ou on tire, pour : 

ds- = d[x + iy)xl{x — iy) + 

la valeur : 

Le chang-emeiit de coordoiinees curviligues le plus general qui con- 
serve les ligaes minima comme courbes coordoiinees est : 

i/ = V(wi), n = V(nJ, 

U, V etaiit des foiictioiisarbitraires deleurs arguments. Eueffectuantce 
changement dans la formule (3), et remettaiit les lettres u, a la place 
de Mj, on obtient 1 ’expression : 

(4) . 

pour le ds^ de toule sphere de rayon R, rapporteeii ses lignes minima. 
L’eqiiation (i) est vei'ifiee, par suite, par : 


u + v ' 


ds^ — — 


(4) ■ 




~ fr{U + Yf- ’ 

et, comme U et V sout deux Ibiictious arbitraires, on prevoit que c’est 
la rintegrale geiierale de (i). 

Nous le demontrerons par I’integration directe de (i). Posous : 

(()) — A"F = w>, 

ce qui r^duit requation (i) a Tequation : 


(lelle-ci equivaut, en introduisant uue incoiume auxiliaire cp, an svs- 
tome : 


( 8 ) 
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rroii Oil conclut : 


d-O D-/4» 

' 7^11 2 ) 4 > 


d^{2U>) , 

?>n ’ 


<le sorte que, eu desis»‘uaiit par line iiouvelie iiicomiue auxiliaire, 
re([iiatioii (7) equivautau systeme : 

De ces equations rosiilte, eu iiites^'raut la derniere : 

\(t etant une foiictiou de u seul ; et, par suite : 

S =( rt + 


Cette eqiiatiou etant une equation de Riceati — [Gf*. Ch. V, § loj — , 
est de la forme : 

-U Y. .. + ..yj 

' ~ U + V ' 

oil U, foiiction de u seul, joue le rdle de coustaute d’integ'raliou par 
rappoili a u ; et ou V, V^, Vj sont des foactious de d seul. 

Et la premiere des equations (9) donne alors : 


2 (V + V)2 




Si ou porLe cette valeur dans Tequation (7), on trouve immediate- 
meat V3 = 4 V^ et Li et V demeurent arbitraires. Ou a done hien la 
formule ( 5 ) comme integrale generale de (i). 

Done ie ds® de ioute surface a courbure totale consiante 

Jtj Ha 

rapportee It ses lujnes minima, est : 


ds- = — 


/ir(U + V)2 


da. do ; 


et pent,* par an choix convenable des coordonaees, se reduire a la 
forme type : 


(0 


ds^ = — 


2 diidv 
k{a -j- y)2 


II resuite de la que, pour que deux surfaces a courbure totale cons - 
iante soient applicables rune sur F autre, it fa at et il suffit quelles 
aient la m£me courbure. La question de la realite de la correspon- 
daneequi realise I’application d’uue surface sur I’autre est, du reste, 
reserv6e, dans cet enonce. 
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Pseiidosphe/^e. — Les sphtVres de ra\oa R serveiiL cVexemplos, pom* 

les surfaces a courbiire lotale coiistante positive k=-^-. (dierchous 

R“ 

uiie surface tie revolution a courbure coasLaute neg-ative A* = — , 

Soit Or Taxe do ri.^'oIutioa ; M uii point de la meridieaae i>riacipale, 
situee dans le plan rO.r ; .r, r ses coordonaees ; et soit 0 = (Ojs, MT) 
I’aag'le de la deini-taji<^*eute positive MT avec Osc, compte positivemeat 
de Oj:^ vers Or. La demi-aormale positive MN etant deliaie par 

MxN) = 0 -1- ^ , le centre de courbure de la meridieaae princi- 

pale, qui est Tune ties sections priacipales de la surface, esl clonaepar 
la formule : 

Aj.i ds djL‘ 

dB cos 6 1/0 ’ 

vraie ea “Taadeur et si£»-ae. 

La secoade section principale etaat taageate au parallcle du point M, 
le theoreme de Meusnier niontre cjue son centre de courbure Cg est ii 
rintersection de Or et de la normale a la mcridienne ; et on a, en 
grandeur et signe : 


L’ equation du problcine, MC^-MCg = = — R^, s’ecrit done : 

a:dx— — R- sin 0 cos 0.c/O. 

Rornons-nous a la solution ; 

( 12 ) x = — R cos 0. 

Si on designe par S le point ou la tangente rencontre Or, on a, en 
grandeur et signe : 

MS = : 


requatioii ( 12 ) expriine done que La merldienne cherchee esl la 
courbe aux langenies eg ales ^ oa tractrice. On acheve de la deter- 


miner en integrant : 


(Is = t«- e.f/x- = R «/er = R 


COS 0 ) c/O 


on pent supprimer la constaiite d'iutegration, a condition de choisir 
convenablemeut Torigine 0 sur Taxe de revolution ; et il vient : 


[lo8-tg(| + 


(i3) X = — li cos 0, 


pour les equations de la meridienne (tractrice) cherchee. 
Vessiot 
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La surf ace de revolution quelle enqendre^ en toiirnant niitour de 
sa base s^appelle line pseudo-sphere, 

Remarque. — L’importance des surfaces a coiirbure totale cons- 
tante tieiit a ce que, comme le plan, elles sent applicables sur elles- 
memes d’une infinite de mauieres : iiue telle surface peul aiiisi glisser 
sur elle-m^me, par oc® mouvemenls conliuus, danslesquels la surface 
pent se deformer, mais de maniere que tout arc de coiirbe, trace sur 
la surface, conserve la meme longueur. De la resultent des geometries 
sur ces surfaces, dites geoineiries non euclidieanes^ analogues a la 
geometrie plane, mais dans lesquelles la somme des angles d’uii 
triangle est, d’apres ce qui precede (les iigiies geodesiqiies jouant le 
rdle des droites du plan), superieure oii inferieui'e a suivant que la 
courbure totale est positive ou negative (geometrie spherique et geo- 
metrie pseudo-spherique). 
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SURFACES REGLEES 


Surfaces d6veloppables 

I. — Pour Jeliiiir la variation de la droite qiii eng'eudre la surface 
re«*lee, nous nous donncvons la trajectoire d’uu point M de cette droite^ 
et la direction de cette droite pour cliaque position dii point M. Les coor- 

donnees d’un point de la surface sout 
ainsi exprimees en fonctioii de deux 
parametres, Tun definissant la position 
du point M sur sa trajectoire (K)^ I’autre 
definissant la position du point P con- 
sider6 sur la droite (D). Soient : 

y—uip)^ s=h{v), 

les exjjressions des coordoauees d’uu point de la courbeK. Soient 

les coefficients de direction de la generatrice (D), et u le 
rapport du vecteuv MP au vecteur de composantes /o, Les coor- 

donnees de P sont : 

(i) + iiAq{v), ij = g(v) + ^ = h{v) + a.n^iv), 

Gherchonsla condition pourque la suidace definie paries equations 
precMentes soit developpable. Si nous exceptons les cas du cvlindre 
et du cone, la condition necessaire etsuffisante est que les generatrices 
soient tangentes a une meme courbe gauche. On doit done pouvoir 
trouver sur la generatrice (D) un point P tel que sa trajectoire soit 
constamment tangente a (D) ; les coordonnees x, y, z d’un tel point 
doivent etre telles que : 

d’ou : 

( 2 ) dx = dy — m^d^^ ds = 
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Mais les equations (i ) (loiiaeul : 

do) = (ff “h Udn, dij = dy + udnt^^ 4- ni^^dtu 

ilz = dh 4- udn^ 4- n^dii 

et les equations { 2 j s'ccriveiit : 

df 4- adl^ 4- lyltUi — r/p) = 0, 
d(j 4- udrut, 4- mj^ia — = o, 

dh 4 - iidn^ 4- nj^dn — r/p) = o ; 

uu, eu posanl : 

I •^) da z=i du — r/p, 

(4,> df 4- iidl^^ 4- l()da = o, dg adm^ 4- m^da = o, 
dh 4 - iidn^^ 4 - ^ *» 

da el u cloiveiil salisfaire a ces li-ois equations liiieaires ; done le 
deterniiiiaiit de ces equations doit etre mil : 

df du K 

(5) dg dm^ tn^ ==: o, 

dh dn^^ n-j, 

Si les teois determinants deal u its du tableau : 

dm^^ dn^ 

/„ mo 

ne soiit pas tons mils, il existe des valeurs de a et do da salislaisaiit 
aux Equations (4), et la condition (5) est sui'iisante. Si ces trois d(l‘ter- 
ininaiits sont identiqueinent nuls, e’est qiie : 

d^ _ <//no duQ 

h > ^^^0 

et riutegratioii de ces equations nous montre que /y, my, //y scat pro- 
portioimels a des quaatites fixes ; la surface est alors un cylindre. 
En ecartaiil ce cas, la condition (5) est necessaire et suffisaiUe. 

Remarque i. — Pour que le point P decrive efTectivemeut uiie 
courbe, il Taut que dx, dy, dx, et par suite ^/p, ne soient pas identi- 
quement mils. Si d^j etait identiqueinent nul, toutes les gem^ratrices 
passeraient par tin iioint fixe, la surlace serait un edne. La condi- 
tion (5) s'applique done au cas du cone. 

Remarque 2, — On emploie souveut les equations dc la gencratcicc 
sous la forme ; 

a? = iMr 4 - P, //=:Nr +. Q, 

M, N, P , y , etaut foacllons d’uu parametre arbilraire. C’estun cas par- 
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ticullei' (le lu representation ‘»-enerale (i) dans laijuello on fait /d/»! = o 
el /?f/y) ~ I ; alors 5 == et : 

(()) .r —f(v) + r./n‘i>); // = (jiv) + r./z/./y) ; 

les coeFficients de direction sont //z^, i . Ln courl)e (K) est alors la sec- 
tion [>ar le plan r = 0 : dans ce cas la condition (5) prond la Forme 
simple : 


df 

ih,, 


(I'M 

Z-/P 



= 0 , e’est-a-dire 



d<J 



(ly, 

d() 


Propriet^s des developpables 


Uevenons an cas g‘en oral ; siipposons qiie /z?,jj, z/^j soienl les cosi- 
niis directeurs do la ijivnera trice ; alors ; 


(roil : 


Zo^/Zo + zz?//zz?o + thdiiQ = 0 . 
Miiltiplions les equations (4) respectivement })ar r/Z,,, 
ajoutons, il vienL : 


(Irn,,, r/z/u» ej 


Siipposons eii outre qiie la ^-erieratrice (D) soit normale a la 
courbe (K). II est toiijours possible, en effet, de trouver sur une siir- 
Face I'CGflee des trajectoires orthoaronales des g’en oral rices. 11 suFFit ('iiie 
.r, //, s soient tels qne : 

= 0 , 

ou : 

^l^df + ziSZoz/Zf, + = 0 ; 

(lomme on a ici : 

V,dU = o 

eette condition se red nit jV 

-Zo^/‘ + da = o ; 

el la determination des trajectoires orthoi^’onales se Fait au moven 
d’line quadrature. 

Si done nous siipposons (K) normale a la era trice, nous aurons 

n,df= o. . 

MultipHons alors les equations (4) respectivement par Z^^, zzZq. /?,> oL 
ajoutons, nous obtenons (h = o, (rou r/p = da, et les equations (.'>) 
deviennent : 

dx = l^da^ dy = m^du, dz == n^da. 
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Mais, /q, 7 ^ 0 , etaiit les cosiniis dii'ecteurs de lataiigente a Tarete de 
rebroussement (R), u represente Tare de cette courbe compte dans le 
sens positif choisi sur la ^eneratrice a partir d’une orig’ine arbi- 
traire I; et comme n represente aussi le seg’ment MP, on voit que : 

r/.MP = rf.(arc IP) ; 

d’ou : 

MP = arc IP + c'e. 

On pent toujours choisir Torigine I des arcs de fagon que la constante 
soit nulle. Alors MP = arc IP. La courbe (K) est une d^veloppante de 
la courbe (R). Sur une surface developpable, les trajectoires ortho- 
goJiales des generatrices sont des developpantes de V arete de 
rebroussement, 

Les formules (4) donnent aloi's : 

(4') df + iidk = 0 , dg iidm^ — o, dh + uduf^ = o. 


Developp6es des courbes gauobes 


2 . — Supposons qu’on se donne la courbe (K), et cherchons k 
mener k cette courbe une normale en chacun de ses points de fagon 

a obtenir une surface developpable. 
Nous prendrons pour variable v Parc 
5 de la courbe (K). Consid^rons le 
tri^dre de Serret au point M de la 
courbe, Soit MG la normale cher- 
ch6e ; elle est dans le plan nor- 
mal a la courbe ; pour la definir, il 
suffira done de se donner Tangle 
(MN, MG) = X- Le point a Tunitd de 
distance sur MG a pour coordonn^es 
par rapport au tri6dre de Sextet o, cos y, sin y ; si done Iq, uiq, Uq sont 
les cosinus directs urs de MG : 



^ Iq = cc' cos X -t- sin y 

- < 772 0 = cos y^ 4* sin y 

( no = y' cos X + f sin y . 

Or i) otant Tare de la courbe (K), 

df = (xdv, dg — ^dv, dh — ydv ; 

les formules (4') donnent alors, en tenant compte des formules de 
Frenet : 

+« sinjy^ + ^ cos (g + y) + ^siQx.rfo]= o, 
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Oil 

.[i - 1 cos x] + _ g] sinx + a''«[g - ;l] cos x = o, 

et deux equations analofi;‘ues avec et 7, y', y" ; nous avons ainsi 

trois equations lin^aires et homogenes par rapport aux coefficients de 
a, a', a"; fi, ; y, y', y". Le determinant de ces equations est i, 

done les inconnues sont toiites nulles ; et (!omme ii ii’est pas constam- 
ment nul, 


«cosx_ 

sinyf ^ — ;^1= 0 , 

cosyp^ — - !-l 

R 

^■\_dv Tj ’ 

^-Idv Tj 


Les deux dernicres donnent, eii remplagant v par I’arc s : 

dz_ I 


(0 

et la premiere donne 

(2) 


R 

cos% 


II y a done une infinite de solutions : y se determine par une quadra- 
ture. 

La formule (2) nous montre que : 

R = M cos y ; 

done la pi'ojection du point P, 
oil la normale M6 touche 
son enveloppe, sur la normale G' 
principale, est le centre de cour- \ 

bure G. Le point de contact F 
de la normale avec son enve- 
loppe est sur la droite po- * 
laire. Les developpees d'une 
cour be sont sur la surface po- 
laire, 

Considerons deux solutions 
y, yl de Tequation (i), la dilFe- 
rence */ — f est constante ; 
les deux normales MG, MG^ se 
coupent sous un angle constant. 

Done, lorsqne une normale a une courbe d^crit une surface deve~ 
loppable, si on la fait tourner dans chacune de ses positions d'un 
angle constant autour de la tangent e^ la droite ohtenue. deer if 
encore une developpable. 


s 

B 




V" 



T 

'G 

N 

M 
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Le plan osculateur a uiie d^veloppee est le plan tani<‘ent a la dnve- 
loppable correspondante : c'est le plan (jMT; ve plan est normal an 
plan BMC, plan taiij^’ent a la surface polaire. Do?ic /es deve/oppdesf 
sonf des cjeodesif/neH de la surface polaire. 

Consideroiis la normale priiicipale Pv eii P a la developpce, elle est 
dans le plan osciilateiir OMT, elle est perpendiciilaire alatanscenteMP, 
done parallcle a MT. Les normales principales aux devehppees 
d^iine courbe .noni paraUeles an.x tarif/ente.s a in conrbe, Le plan 
normal a la coiirhe est le plan reefijianf de foates ses developpees. 

En pavtant d’nne courhe (R), et remarquaiit que ia coiirbe don- 
neo (K) eji est la doveloppaiite, on poiirra enoncer les pi*o[)ri6tes prece- 
(leiites de fa^on a obtenir des proprietes d'es dtVeloppantes (Tune 
coiirbe. 


Lignes de courbure 


3. — Considerons sur nne surface (S) une ligne de courbure (K), et 
la d^.veloppable circouscrite k (S) le long de (K). La direction d’uiie 
generatrice MG de cette d6velopi)able est conjuguee de la tangente MT 
a la ligne de courbure, et par consequent est perpendiciilaire a MT, 
e’est-iWire normale k(K). Cette generatrice MG est done constamment 
tangente k une developpee de la ligne de courbure, et nous voyons 
que les normales h une ligne de courbure iangentes if la surface 

engendrent une developpable. La roci- 
proque sTdahlirait pai‘ un raiwsonnement 
analogue. 

Faisons tourner MG dTin angle droit 
autour de la tangente, nous obtenons 
line droite MG' qui, etant perpendicu- 
laire aux deux tangentes a la surface 
MT, MG, sera la normale k la surface. 
Done les normales a la .mrface en tons 
les points cT une ligne de courbure engendrent une deveJoppable et 
reciproquernent. 

Considerons le point P' ou la droite MG' louche sou enveloppe ; 
e’est le point ou la droite polaire de la ligne de courbure rencontre la 
normale a la surface. Or, d’apres le Tlieoreme de Meusnier, les droites 
])olaires de toutes les coui'bes de la surface tangentes en M rencontrent 
la normale en M en un m6me point, qui est le centre de courbure de 
la section normale correspondante : P' est done le centre de courbure 
de la section principale G'MT, e’est I’un des centres de courbure prin- 
eipaux dc la surface au point M. 
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Kepreiioiis nlors, pour lu iiormale M(i'. les fui*miiles (4^) dii § i,que 
nous ecrirons : 


d,r + //rA = 0 , = <>• + ffdy = o ; 


en y rempla^ant y*, rj. A, par les coorcloniiees o?, i/, r tin point et 
Iq, ///q, ;?o par les cosimis directeurs a, ;x, v de la normale a la surface : 
ii est lo rayon de courbure principal R. Nous obtenons done, pour 
uii deplacement sur une lig*ne de courbure, les fonmihs trOlinch* 
Rodricjiiei^ ; 

dx -h Rfl?A = 0 , dif RfifjjL = o, c/rd- R^v = o. 


Les Theorenioa dp Joachimsthal se deduisent aisement de ce qui 
precede. Supposoiis que Tintersection (K) de deux surfaces (S), (S J soit 
line lijj^ne de courbure pour chaciine d'elles. Soient MG', MG'^ les nor- 
males aux deux surfaces en un point M de (K). Elies eni>’endrent deux 
developpables, done enveloppent deux developpees de (K), et j)ar suiie 
leur ang-le est constant. Reciproquenient, si I’intersection (K) de 
(S'), (S^j est lig'ne de courbure de (S^), et si ranscle des deux surfaces 
est constant tout le long* de (K), la normale a (S^) engendre 

une developpable, ot comme MG' fait avec MG'^ iin angde constant, 
elle engendre aussi une developpable, done (Iv) est une ligne de cour- 
bure sur (S). 

Equation dijferentielle des liqnes de courbure. — La condi- 
tion (5) pour qu’une droite engendre une surface developpable, appli- 
quee k la normale MG', s’^crit ici : 


ou : 


4^*7' 


.du 4- 


dv 

(Tk 

A 


dij 

d\j. 

p. 

= 0, 

dz 

dv 

V 


^-^.dv 

a// 

dll -}- 

^do 


Multiplions par le determinant : 


au ac 
£ 1 / 

Dr ^ 

:>ii 


1 


V 



qui n'est pas nuL 
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Nous obtenons : 


Edu + Ydv — hdu — 'hldo o 
Fdii + Gdv — Mdu — IS dr o 

0 0 I 




et nous retrouvons ainsi V equation dijferentielle des lignen de coup- 
biire : 


Edu + Fdv hdu -}- Mrfp 
Edii + Gdr ^Idu H- ISdv 


Remarque. — Si I’equation de la surface est prise sous la forme 
5 = y), les equations de la normale etant : 

X = (j:j + /)5) — /)Z, Y == (y + qs) — qZ, 

la m^me m^thode, appliqu^e en se servant de la condition (7) [| i] : 


dU dF I _ 
rfN do I ~ ° 

donne facilement r(!‘q nation diff6rentielle : 

dx 4- pdz dp __ 
dy + qdz dq "" 


D6veloppement d’une surface d6veloppablo sur un plan 

4. — Toute surface developpable est applicable sur un plan. 
Ge theor^me, et sa r(5ciproque, ont etc obtenus, incidemmenl, au 
ch. IV, I 3. 

Nous aliens les etablir directement, et etudier le developpement 
effectif d'une surface developpable sur un plan. 

II faut observer, en efiet, que, dans les correspondances considereos 
au ch. II (I 2), nous n’avons pas discute la rdalitf^ des couples de 
points homolog’ues. 

Considerons d'abord le cas du cylindre, dont les equations sont ; 

^ —A^^) + y = +■ = h{v) -h //./?() ; 

Zq, Wo, iIq etant constants. Nous en deduisons : 

dx=f'(v)du + lo>du, dy=q\o)dv + mQ.du, dz=h'{p)dv + n^^.da, 
d’ou : 


ds^ — '^f’\v)dv'^ + 2HQf\v).dudv + 
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Nous supposeroiis que la directrice : 

•2^ =A^)^ y = 3 A)’ - = hip) 

est une section droite, eu sorte que = o ; puis que /o, Wo, /Iq sont 
cosinus directeurs, d’ou l/o" = ^ i enfin que d est Tare sur la section 
droite : d’ou 2 = i . Alors : 

(i) ds^ = du^ + dv- ; 

ce qui est Telement lineaire d’un plan en coordonnees rectan£>‘ulaires. 
Cn cylindre esf applicable sar un plan^ et (i) doiine la loi bien 
connue du developpement. 

Voyons maintenant le cas du c6ne : 


X = nJo{v], y = ii.mQ{v), r = iiJioip) ; 

a est la long“iieur prise sur la g'eneratrice k partir du sommet ; suppo- 
sons que /o, soient cosinus directeui's de la ^eneratrice, v etaiit 

I’arcde la courbe spherique u = i , intersection duedneavee la sphere 
de rayon un. Alors : 

dx = uV(i{v)dv + h{p)dii^ dy = nm\[v)dv + mdp)d(j^ 
ds = an''o(v)dD + nf^(j))du ; 
et : 

( 2 ) ds^ = a^dv^ 4- du^. 


C’est I’el^ment lineaire d’un plan en coordonnees polaires. Un edne est 
applicable snr an plan ; ( 2 ) donne la loi, bien connue, du developpe- 
ment. 

Passons enfin au cas general : 


X = f{v) + y = g{v) + u.m^{v), s = h{v) -f a.n^ip). 

Nous supposerons que la courbe x — f(p), y = g{v), r = h(v) 
soit Tarete de rebroussemeiit, v Tare sur cette courbe, /o, Wq, les 
cosinus directeurs de la tangente en un point, et a la distance 
comptee sur cette tangente k partir du point' de contact. Alors : 


et ; 


/o =/' = a ; 7;/,) — g’=^] /iu = = Y ’ 



R’ 


777'o 


dv ~ R ’ 


—ih—f 


D’ou : 

dx=roLdo+ii^dD+7.du, dy=pdp-{-a^dv+-^dUf ds=r^fdv+n^dv+ydn 

R r\ x\ 
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et : 

r/.s-s = + e’)]' + dr-. 


Get (.Hement reste le meme si R g’tirde la mcme expression en fond ion 
de D. Done relemeni Unonire esf Ip mi^me pour ioutes lefi sur/uces 
clhiefoppnbles dont len ardtes dr rebromsement sont des ronrbes 
doni le rayon de courhure a la in^rne expression en fonclion de 
Farr : 

R = <f>(y). 


Nous poiivons clderminer Line coiirbe plane dont Ic rayon de courhure 
s’exprime en fonctioii de I’arc par Tequation prcH-edente. Nous pren- 
drons pour coordoiinees dans le plan de cette courbe I’arc .s* de 
la courbe, et la distance coniptee sur la tan^eiite a parti r du point de 
contact : Telement lineaire du plan aura alors la forme precedeiite. 
La developpable sera done applicable sur ce plan.'Ouand la develop- 
pable est donn^e, on determine par des operations algebriques son 
arde de rebroussement, et par ime quadrature Tare de cette ardc 
de rebroussement. Alors son rayon de courhure est determine par 
une equation de la forme : 


R = 

II faut construire une courbe plane satisfaisant ti cette condition. 
Si 0 est Tan^'le de la taui^-ente avec O.r:, on salt que : 


R = ^: 

de 


d’ou : 


il^ 

d% 




et alors : 


0= 

J Hs) ’ 

dx == cos 0 ds, dy = sin 0 r/5 ; 


X, y se dcHermineut au moyen de trois quadratures. La courbe que 
Ton obliont est liomoloj^ue de Tar^tc de rebroussement dans le d(^VG- 
loppement. 


R^ciproque 

Reriproqmmeni ionte surface applicable sur un plan est une sur- 
face developpable. 
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Soil la surface : 

y z=z ni, z = h[n.n), 

que nous supposoiis ap[)li(*able siir uu Nous avous, eii choisis- 

saiil couvoiiablemeiit les coordounees //, v : 

ds' = )^did -f ‘zY.diidv -|- Vjdv' — da- -f- do- ; 

d'ou : 


/D.r\2 


D.c 


( — 1 = 1 * 

- 0 * 

\Dit f 

“Dtt 

■ Do ’ 

\ 




Dillereutious ces relallous successivemeiit par rapport a i), nous 
obtciioijs : 


Du 

.^ = 0. 

Did 


^ Djd 
DU ' 

D'^ju 

DiiDi: 

V 

D^* 

Dr 

^D^ 

_o 

V ?-!.r 


v££ 



V 

D,'i: 

Du 

DuDv 

DuDn 

■ Zv 

" Dff ■ 

D/J- 


Dr 


([’011 nous tiroiis : 

„ o</- 

0i% (iOlisiderous les equations : 

X^+ 






vM* 


, r, 


^ a L / Q • 

?«Z>£J 

d'npres les relations precedemment emtes, ce svsteme admet les deux 
solutions : 

X 

X=: 

c 

Ces solutions ne soul pas proportionuelles, sans quoi les courbes 
w = et y = seraient coustammeut taug'entes. Done les trois 
determinants deduits Ju tableau : 


D,v 

Y = ^ 

Z=-=>i 

Du ’ 

5b ' 

Du 

D.X 

Y hH 

Ob ’ 

z=^ 

Dr ' 

Dr 


DKt 

D^ 

D-r 

Did 

Did 

Did 

D\r 

D^tj 

D^s 

DuDr 

DiiDr 

DuDv 


soul nuls; orce sont les determiaaiits fouctioiinels des trois quantites 

^ IM. l£ pidses deux a deux, done ces trois quantites sont ibnetions 
Da Du Du ^ ^ 
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de Tune d’entre elles, c’est-a-dii*e d’uiie seiile variable t, De meme 

sont foiictioiis d’uiie seule variable 0. De plus la relation : 
Tyv 7>v ^ 

^ D.7* 7y,p 

S — . — = o 
do 

^oiitre que 0 parexemple s’exprime eii Ibiictioii tie /. 

Les six derivees partielles sout done fbiictioiis d’liiie meme varia- 
ble ; il eii est done de meme des derivees, p = — ’ 

rf = — ^ , de s considert^ comme fonction d'jc et d’y. La 

surface est done d^veloppable [Ch. Ill, p. 40]. 

Remarque L — Dans le developpement, les lig-nes geodesiqucs 
se conservent ; or les ^eodesiques du plan sont des droites. Les lignes 
geodesiqaes de la surf ace deoeloppable sont done les lignes qni, dans 
le developpement de cette surface sur an plan^ correspondent aiioe 
droites de ce plan. 

En particulier, considerons la surface rectifiante d’uue courbe, enve- 
loppe du plan rectifiant. Cette courbe est une geodesique de sa sur- 
face rectifiante, puisque son plan osculate ur est perpendiculaii'e an 
plan tangent; elle se developpe done suivant une droite lorsqu’on 
effectue le developpement dela surface I'ectifiante sur un plan. De Id le 
nom de plan rectifiant. 

Remarque 11. — II resulte de la que la recherche ties geodesiques 
d’une surface developpable se ram^ne a son developpement, et par 
consequent k quatre quadratures. 

Rernarque III. — La determination des lignes de courbure, ddve- 
loppantes de Tarete de rebroussement, se ramene h une quadrature. 

Lignes g^od^siques d’une surface developpable 

5. — Nous avons ramene la recherche des lignes geodesiques d’luie 
surface developpable au developpement de cette surface sur un plan. 
On pent les chercher directement. Soit I’arete de rebroussement : 

(l) X=/is), lj = ff(s), 5=/i(.s), 

5 desigaaiit I’arc. Si a, y sont Jes Gosinus directeurs de la laug'eute, 
et K line longueur comptee sur cette tangente a partir du point tie 
contact, la surface est representee par les 6q nations : 

JC =/ + Ud, gz=g + ^ = A + UY. 
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On en deduit, ea designant par u! et u!' les derivees premiere et 
secoude de a par rapport a a : 

dx , , dll dc 


dx f , rx , } U du 


~s) + fr;~* Rf > ■ 

et les analogues. 

L’equation des lignes geodesiqiies est, en remarqiiant qne la nor 
male a la surface n’est autre qiie la binormale a I’arete de rebrousse 
meat : 


d^-x 

dhj 


ds^ 

ds^ 

ds^^ 

dx 


(k 

ds 

ds 

ds 

7!^ 

r 

t" 


( tf \ I ^ I I t H.^\ u 

*(“ -r 5 )+r(^+=*“-“r)-=‘rt 


a(i 4 - u') + a'- 


Le premier membre est le produit de deux determinants, et Tdqua- 
tion s’ecidt : 


a p 



n ^ 

if. r 

R'\ 

u 

Y 


^ “”R 2 

-( I + 2U'—Il 

r) 

~ RT 


r' 

X 

I + v! 

ll 

R 


0 

tT r/ 

/ 


0 

0 


I 


c’est-ii-dire : 

/ N « » J /a ^'\ I R' 

(2) u.u" — 2a'- — kW 3 — ^ I = o- 
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Telle est Tequation Jillereutielle qui determine «. 

Clierclions la nature de 1’iiiteg‘rale generale. Si nous develo[)poiis la 
surface sfir lui plan, la courbe (i) sera represeiitee par ime couvbc : 

X = h\s), Y = G( 6 *), 

(lont le rayon do courbure sera encore R. Le point homoloq’uo du point 
(«, .V) do la surFaee sera : 

X = F + Y== G + ^^G^ 

Et les droites dii plan seront defiiiics pai* I’eq nation §‘eneralc : 

A(F + «F'j + B(G + iiG') + C = o, 

d'ou : 


_ AF + BG + C . 

AF' + BG' ’ 

en remarquaut que le denominate ur esl la derivee du numerateur, 
nous sommes done conduits a poser : 




w 


et a prevoir que Feq nation en 10 sera lincaire, homogene du troisieme 
ordre. Ellectivement : 




et : 


(2) devient alors : 

w' \ 


rr lOif’ I HWIO’- . 

10^'^ ‘ w' ’ 


Wio''' 

iv” 


(- 

T 1 ^ , 

ww" \ 

" X / I -L 


m' 

) 


I -t- 

tv'- ) 


R' 


, wu >” ' 

\ JL 

fO^ 

JV 

tv 

K 

w' \ 

^ 1 /•> 
f/r- , 

) R* 


R 

tv' ’ 


oil, apros simiilification : 


10 " + ^ w' = o. 


Posous : 


n/=e, 
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et nous ol)teiioiis : 

(3) 'j' + f + = 


equation liiieaire du deuxieine ordre eu 6. Faisons disparaitre le 
deuxieme termc par le cliaiii»emeul de variable : 


d’ou : 


et ; 


Af ^ 

fls dfj ‘ ’ 


AW ,.A> I „n 

ds d^'^ da^ ’ 


L'equatlon (^3j devieiit : 



Choisissoiis la fonctiou de fa(;oii qiie : 


oil : 


11 suffit de prendre : 
d'ou : 


?" + 



= 0, 


11 

rj 


K 

K ' 


? 



d<7 

d7 ’ 


</.v = Rc/c. 


Nous obtenoiis alors reqiiatioii : 


d^M) , 


dont riutcg*rale g'cnerale est : 


0 = A cos <7 -f- B sia a- = 


dio , 
ds *’ 


d’oii : 
et eiifiii : 


lo = A / cos (j.ds + B / sin <j.ds 4- C, 

A f cos <r,ds 4- B f sin a,ds -f C 

A cos O’ 4“ B sin o 


VliSSIOT 
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avec ; 



On [>cut sc dispenser d’introduire Tare s cxplicitemeiit, car il Jie 
Hi’-ure dans ces formules qiie par sa differentielle. Done les lig'iies 
geodesiques d'une surface developpable s’obtiennent par trois quadra- 
tures an plus. On constate de plus que les deux m^thodes condiiisent 
aux nicmcs ealculs. 


Surfaces r6glees gauoiies. Trajectoires orthogonales 
des generatrices 


{). — Soil la SLirlace : 

j: =J{v) + ud^id), 1/ = (j(v) -f a.moiv), r = h(o) -(- u.nQ(v) ; 

les generatrices etant des geodesiqiies, il en resulte que les trajectoi- 
res orfhoffOJiales des generatrices determinent sur ces generatrices 
des segments eg aux. Nous avons deja vu comment on obtient ces tra- 
jectoires orthogonales : il faut determiner a en fonction de o de fagon 
que : 

'S^Udx = 0 . 

Pour simplifier, nous supposons que /©, Hq soient cosinus direc- 
teurs; alors : 

— I , == ^ J 

otTeq nation diflerentielle devient : 

YilQ,dJ -f- da = 0, 

d^ou : 

u — — S^d^df. 

La dHerminaiion des trajectoires orthogonales des generatrices 
dime surface reglee se rainene a une quadrature, 

Remarque. — On peut rattacher ce fait a la formule ([iii doiino la 

variation d'un segment de droite. 
Preiions sur la droite MMjl une 
direction positive ; soit r la distance 
MMi prise en valeur absolue. Soient 
a?, ir, et les coord ounces 

des deux extr^mites, qui d^crivent 
deux courbes donin^es. La distance 
est donnee par la formule : 

/•* = ~ y)2 + (r, — 5)2 
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rroii : 

rdr = {j\ — x){clj:^ — clr) + {ui — y){d!]i, — dii)+iz^ - e){d:^ — dz). 

OH : 

fif = dx^ + d‘ — If ^-i) “ 

- dx + *). 

Soieiit a, fi, Y ; y.^, les cosiiuis directeiirs cles tang-eiites aiix coiir- 

bes en M, dirig*ccs dans le sens des arcs croissants. Soieiit a, ;a, v les 
cosiniis directeurs de la direction positive de la droite MM^. La for- 
miile prccedeiite s’ccrit : 

dr = -f- + l-'-r' d" > 

et, si on introdiiit les aiig’les 0 , 0 ^ de avec les deux tangentes, on 
obtient la formule importante : 

dr = cos ds^, — cos 0 da. 

Supposons la droite MM^ taiigente a la premiere coiirbo et aormale 
k la deuxieme : 



et la formule sc recluit a : 

dr = — ds. 

Nous retrouvoiis ainsi les proprietcs^tles developpantes et des deve- 
loppees. 

Supposons la droite normale aux deux coiirbcs, Q — | -^ , 0i=± ™ , 

alors dr = o, r = et nous retro uvons les propridtes des trajec- 
toires ortho^onales des generatrices. 


C6ne directeur. Point central. Ligne de striction 

7 . — On appelle cone directeur de la surface le cone ; 

3c = u.Iq{v)^ y = s = 

Si ce cdne se reduit a uu plan, ce plan s’appelle plan directeur^ et 
les generatrices soiit toutes parallcdes a ce plan. 
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Lc plan taii^viit eu iin point quelcoiiquo Je la siirlace a pour cuefli- 
cieuts les ileterminaiits cleduits clii tableau : 

df + ndl^ d(j -p ndut^ dh + udiiQ 

Le. plan laucreiit an c6ue direcLeur le long* de la g-eiieratrice correspoii- 
daiiL a colic qiii passe par le point considere a pour coefbcieuls Ics 
dcHerininaiils deduits dii ta])leau : 

/q 

din^ diiQ 

Ces plans sont parallcles si u esl iufini. On a alors sur la surface 
lc plan taiig'eut an point a Tinfiiii sxir la g’ejjeralricc, qu’on appelle 
plan asymptote. Les plans asymptotes sont pavalleles aux plans 
fanyents au cone divecteur le tony des yenevairices coreespondanies. 

Dans une surface a plan direct eur^ tons les plans asymptotes sont 
paralleles au plan directear. 

Pour que les deux plans tangents a la surface et au cone directeur 
soient rectan^’ulaires, il laut que la somine des produits dos determi- 
nants [)recedejits soil nulle, ce qui donue : 

^Zl4f+u^Kdk 

'idlQ.df 4 - a^dl^^ 

c(juatiou du [jremier degrc en a. It exisie done en' yeneral sur Louie 
yeneratrice tin point ou le plan taiiyent est perpendiculaire au plan 
tanyent au cone directear^ c^sUd-dire au plan asympioie. C'esl le 
jmint central, le plan tangent en ce point s’appelle plan centnd. 

Le lieu des points centraux s’appelle ligne de striction. 

Xous supposerons pour simplifier = i, ce qui ecarto lc cas des 
surfeces reglees a gcacn^alrices isotropes. Alors S^oc//u=o et Tequa- 
lion en a qui doiine le point central se rediiit a : 

u"^dlQ- + ^dl^.df = 0 ; 

le point central existe done toujours, sauf si : 

= 0 . 

Dans cc cas la courbe spherique base du cone directeur est une courbe 
niiiiima do la sphere, e’est-a-dire une gcn(iratrice isotrope. Le cone est 
alors uii plan tangent an c6ne asymptote de la sphere, qui esl un c6iie 
isotropc, e’est un plan isotrope. Les surfaces coiisidert^es sont des 
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.Hiirfacpn r(^ijlees a phni dirpcienv i.^atrope. Toutes sont iincin'inRires, 
Sfiuf le paral)oloule de revolution. 

Rptnarque. — Le plan taiii»'enl est indetermlne si Ions les detertni- 
iiants du tableau ( I'l sont mils. Aloes il existe ini Faetenr K tel qin? : 

(If -f- ucUq -r K/o = o, rhj + luhiiQ K/?io = o, dh -f //r//?,, -[- K//o = o ; 
ee qui exii^’e qne : 

(If pIIq /(• I 

dg dnio nu j = o . 

dh 7?o I 

Cette condition, qniexpriine qiiela generatrice consijeree rencontre 
la fic^neratrice infiniment voisine, pent avoir lieu pour des g-eneratrices 
exceptioiiiielles. Si elle est une identite, la surface est developpable. 
Pour trouver, dans ce cas, le point ou ie plan tangent est indotermine* 
multiplions par dh, diiH, dno^ et ajoutons ; nous obtenons : 

aldh^ + IdlQ.df = o ; 

c’est Tequation qui determine le point de contact de la g*eneratrice 
et de I’ar^te de rebroiissement pag*e (85). L’indetermination du plan 
tangent en ce point explique que la formule precedente, qui donne la 
lig’iiede striction pour une surface fcg-lee quelconque, donne I’arOtede 
rebroussement pour une surface developpable. G’est en effet le seul 
point de la generatrice d’uiie surface developpable oii le plan tangent 
ne soil pas confondu avec le plan asymptote ; et oil on puisse, a cause 
de rindcHerminatiou du plan tangent, consid^rer le plan perjiendicu- 
laire au plan asymptote comme tangent a la surface. 


Variations du plan tangent le long d’une g^n^ratrice 

8. — Proposons-nous de chercber Tangle des plans tangents a une 
surface reglee en deux points d’une meme generatrice. A cet effet, 



traitons d’abovcl le probl^?mc sui- 
vant : on donne une clroite A, de 
cosinus directeurs x, jb, v, et 
les coefficients de direction de 
deux droites qui la rencontrent, 
D (/;, y, r) et q\ d), calculei* 
Tangle V des deux plans DA et D'A. 

Considerons un triedre tri rec- 
tangle auxiliaire direct dont Tun 
des axes soit A; soient a^,S^ */; 
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les cosinus directeurs des autres axes, et soieiit, dans ce systeme, 
V, w et ii\ v'f lo' les coefficients de direction de A et A'. Alors : 


» — — r- f . 

^ vv' + win 

D’autre part : 

zz = a/) + jiy + vr, y = a'/3 + 

u’ = a/)^ +■ ii(/' + v' = a'// + p‘q' + yV, 

d’ou : 


][} =z(i”p + p'’q + yV 

w’ =r 3J'p' + ji V/' -(- y 


a'/3 + ^V/ + y V y”p + + yV a',6'y' 11 1 y? y r 

ay+|iV/ + yy 7y+?V/ + yV a^ynl /jV/V 

D’ailleurs : 

77w' + vv' 4- ww' = pp' + qq' -f rr\ 


d’oii : 

Alors : 


vv' + low' = lipp' — ly.p.'Ly.p' , 


« P 7 

“ P T 

p q r 

/> 7 '• 


V''2«2 p'q'v' 


^pp' — 2ay),2:«y — lup.lotp^ ’ P^l^qiie — i. 


Sous cette forme, on peut alors introduire les coefficients directeurs 
/, ;/?, 7? de la dii*eclIoii A. 


/ 777 77 
p q r 

'Ip, tip' 

Appliquons cette formule k Tangle des plans tangents en deux points 
AI, AT d'une m6me gen6ratrice. Nous prendrons pour directiojis D, D' 
les directions tangentes aux courbes u = : 



p =:df^ udk, q z=d(j ^ udmo, r = dh + iidiio ; 

p‘ = df^ u!dl^, q' = dq + u'driiQ, r' = dh -f n'dm ; 

le determinant de la formule (i) devient : 

/o df + udk df + wWo /fl dl^ df 

77?o dq + iidrn^i dq + n'dm^, = dm^ dq {a — n '} ; 

JiQ dh + iidn^^ dh + ii'diu /Zo djh dh 
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et : 


df d(j dh 

dl(\ dfiiQ dri^^ 


ti»' V 


— ^0 ~r "h fh~\ 


Iq mo 


2/y(^//*+ iidi,) 

l/o{d/+it'dIo) ^-udh)idf-\~u^dU\ 


Nous poserons : 


D = 


df dg dh 
dlo dn?(i dn^ 
U ///o m 


et pour simplifier le resiiltat, uoiis prendrous pour /q, les cosi- 
nus directeurs de la g*eneratrice ; alors = i, = o : nous 

supposerons, de plus, que la courbe x = f{d)^ y — g{d)n r = h{d) 
soit Lrajectoire orthog'onale des g'eneratrices, d’ou = o. Eidiii 

nous doterminerons u par la relation : 

-f ^dlo.df = o 

ce qui revient a prendre pour run des points le point central. 

Le denominateur devient ainsi : 


0 -h u^ldkdf + //' [ul^dU- 4- 'Zdl^df'\ | 


ce qui se reduit k : 


+ uZf/U//= ^plo-SVf 


et alors : 

■"* 2r//*2.2dV-(-r/Zo.f//T- ’ 

Ell posant : 

^dl,Kldf^^(Zdlo.dfy^ , 
D.S^/o- ' 


et eu remarquant quo id 
Cha.dea : 


(«) 


« = CM, on obtienl done fontude de 




V 



d’ou les consequences biencoanues suivantes, etqiii nesoul en deFaul 
que pour des g^eneratrices siiig^ulieres : 

lo Lornf/ne M denrii la generatvice d\ui bout a V aid re, le plan 
tangent (P) en M toiirne auiour de la generatvice ion jours dans le 
mdme sens, et la rotation totale quil effectue est de i8o^, En deux: 
points differents, les plans lang*ents sont diff<^rents. 



CIIAPITRE V 


io4 


2 ^' La division das points M ef la faisrarni das plans (P) sonf an 
aorrespondnnce hoinographique. 

3o Comme trois couples definisseut line homoj^raphie, deux sur- 
faces reglees qiii ont nne generntrice commune, at qui sonf fan- 
genfes en trois points de ceffe gmerafrica, sonf fangentes en tons les 
aiitres points de ceffe generatrire, c’esl-k-dire so raccoiTlent tout le 
long* de cette geueratrice. 

Cherchons a simplifier I’expressioo de Iv. Pour cela, remai'quons 
que : 




lU.df 


Idf' Id/o.df 0 

D2=: 

■LdU-df IdU^ 

'^hdh 


Idlo.dfldk' 0 


"-U-df 

S/o^ 


0 0 I 


= 'idLndp - (Sr/Zo-r// )^ 


d’ou : 

(3) 


K = 


U 


2(/V ■ 


Daus le eas ^(Wieral, on trouve de inftme : 


(4) 


K = 


2/o2.Sfl?/o2 ~ (2 /o£/Zo)^- * 


K est le para metre de distribution ; il est ratioiinel. La Formule ( 2 ) 
montreque, si M se deplace dans une direction qiielconque sur la g’ene- 
ratrice, le plan tangpent tourne, par rapport a cette direction, dans le 
sens positiFde rotation, si Kest positif; et tourne dans le sens neg*atiF, 
si K est neg’atif. 

Le sig‘ne de K correspond done a une propri6t6 igeometrique de la 
surFace. D apres (3) ou (4), le parametre de distribution est mil pour 
line surface developpable. 

Abstraction faite du sig'ne, la formule (3) met eu evidence que le 
parametre de distribution est le quotient de In plus ronrte distance 
de la generntrice consideree et de la generatrice infiniment voisine 
par Tangle de ces deux generatrices. Gar cette distance est 
D : >J'2idl^-^ et cet ang'le est \ ^dlf aux iufiniments petits pres d’ordre 
sup^rieur. 

Remarque. — Soient, sur une m6me g'cneratrice, deux points M, M 
oil les plans taug'ents soient re.ctang*ulaires. Les ana^les V, V' soiit lols 
que : 

tg-V.tgV'irz— I, 

d’ou, en verlude ( 2 ) : 

GM.CM'=^ — K2; 
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points (rune (jenernfrice on les plans taiujents sont re('tan(fu- 
Inires forment une involution dont (1 est le point (^enfral. 

Exempli^ /. — Surf are rnciendree par hs hinormah^s (rune r.ourhe 
ffauche. 

Soit ia courhe : 


x=f{x), t/ = {/{s'), 

avec les notations hahituelles, nous avons : 

df = arf.f, dcf = ^^ds^ 

Iq == mo = 

du — ds, dmn = I ds. 


: = li[s ) ; 
dh = •''ds, 

na =z -f, 

dno = ^ ds. 


Le point central est ici defini par n = o; la courhe est Ufjne de 
stricfion de la surface enrjendree par ses hinormales . Le parametre 
de distribution est ; 



%ds ^pds \'ds 
^ ds I' ds ds 
x’ &" y' 


*p2 


= T ; 


le parametre de distribution est egal an rayon de torsion de la 
courhe an point correspondant , La courhe est li£»’ne de striclion, tra- 
jectoire orthog'onale des generatrices et geod^sique. 

Exemple 2 . — Surface enqendree par les norm ales princi pales ii 
line courhe. 

On a ici : 

df= %ds^ dg — dh 

l{\ — “ ^ » niy) ^ ^ n^ 

dlo~i^—^ — ^ dx, dmu=^—^ — ^-^ds. dn„ 

le point central C est defini par Tequation ; 



= -'fds, 



Le parametre <le distribution est : 


K = 


RST^ 


Ri ^ T2 


X ^ 

R t R T 




X+ V. 
T 


U^T 

R2 + T4 ■ 
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Gherchons le plan tang’ent an centre de courbure 0 . La tbrmLile de 
Ghasles donne : 


, V CO 

ts’ V = 

^ 1 - 


MO — MC 


\ I 

— kV k^+t-J — k 


R 3 


R . 

■R 2 4 -T 2 "“ T ’ 


pour le point M, qui est sur la courbe, on obtient de m^me : 

, Ar CM T 

t^V=ir = -R’ 

done : 

V. tgT = — I. 

Les plans tangents en M et O sont rectanguLaires, ce qui est un 
cas particulier d’une proposition que nous verrons plus loin (| 12). 


Element lin^aire 

g. — Gherchons Telement lineaire d’une surface regime d^finie par 
les Equations : 

^=/(^) + y = 9{p) + umQ{v) 'Z — h{v) -f 

Nous en tirons, en notant par des accents les deriv^es par rapport 
y : 

i dx — {f + ul\)dv + kdtiy dy = {g^ -I- ujn\)dv + niodii^ 

\ dz = (Ji! 4- un’^dv rioda 

et : 

ds'^ = + 9 ^ dado + Grfn®, 

avec : 

E = F == iiW\ + S/q/*', G = 4- 

Supposons que /oWq/zo soient les cosinus directeurs, alors : 

SV=i, Wo= 0 , 

d’ou : 

E = I , F = S/o/, G = 4 - 4- S p. 

Ges resulLaLs s’obtiennenl directement en faisant le changemenl de 
parametre : 

\j E./z = ; 


du^ = yj Ei dll 4- ii do, 
2 v/E 


d’ou : 
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Xoiis obtenoiis bieu, 011 supprimant les indices, line expression de 
la Forme : 

ds^ =du- + ^Ydndi) + Vjdv^ . 

Supposons de plus que la couvbe ; 

^ =/(«)> y = 9^\ z — h'w) 

soit Lrajectoire orthog’onale des generatrices, alors : 

= 0, F = 0, 
et I’element lineaire se reduit a : 

r/52 = dif- + ; 

on devait prevoir qu’il serait de cette forme, car les courbes coordon- 
nees sont orthogonales. On arrive aussi a cette expression en posant ; 

da -h Ydv = 

d’ou : 

=z II + fFdv 

ce qui exige une quadrature. 

La variable n est definie a une coiistante pres, c’est une longueur 
portee sur chaque generatrice k partir de la meme trajectoire ortho- 
gonale. Pour preciser la variable u, considerons la direction de la 
generatrice : 

x = lo(o), j/=zm^(v), z = n^(v). 

Ces equations sont celles de la trace du c 6 ne directeur sur la sphere 
de rayon i ; nous prendrons pour v Tare de cette courbe ; alors : 

V 2 T 

M 0“ = I , 

et : 

G = + S/' 2 . 

Posons : 

S/'„/'=G„, S/s = G„ 

de sorte que : 

Cx = 4 - 2 ?/rxo + (i^. 

Les quantites Go,Gi ainsi introduites sont liees d'unefa^on simple au 
point central et au parametre de distribution. Considerons, en effet, 
I’involution des points M, JVf ou les plans tangents sont rectangulai- 
res ; son point central est le point. centi*al de la generatrice, et en 
designantpar K le parametre de distribution : 

CM.GM' = — KK 
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Le plan tan^*ent en iiii point n de la i:»*en oral vice a pour cooFlicionts les 
determinants deduils dii tableau : 

h ^^0 

f + ul\ + nw\t II 

tie intoe le plan tang'ent an point ii aura pour coeflicients les determi- 
nants deduits du tableau : 


///o 


//u 


f -h u'lU (f -h u'm\ h’ + u'n’a 

E.vprimons que ces plans tang'ents sont rectan§“ulaires. La sommo des 
produits ties determinants precedents, et par suite le [)roduit des 
tableaux, doit ^tre iiul, ce qui donne : 


I o 

I O (j^ -j- {jl -j- /7^) (jj-j -}- 77/7^ 

la relation d*involutioii est done : 


= o ; 


7/77' -f (77 4- 77') Go + Gi == O, 


ou : 


(77 + Go) (ii! + Gy) — Gq^ — G^. 

Le point central, etant rhomologue du point ii TinKni, est donne par 

77 + Go = o ; 

done — (jo est 1'// du point central. Desi»'nons-le pai* ; 


D’autre part : 
d’ou : 

Done : 


_ KS 

G, == Go^ + K2 = P‘^ 4* K2 = S/'"- 

G = 772 — 2uP 4 P® 4- K2 = (a - P)3 4- K2. 


Kn i4sume, .<ii u esi Varc de la irace da cone directear mr la sphere 
de rayon /, a la lonyaear portee sur la (jenerafrice a partir d'ane 
frajeefoire orfhogonolet Velemenf Unealre est donne par la form, ale : 

(i) ds^ = r/7/2 -f- l(n — P)^ 4 K^jda^- 

P eiani Vu du point central et K le pararnHre de distribution. 
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lOf) 


f 

u' 


GjL (Jo 

0 


"i'o «'o 

= 

(j„ 1 

0 

/o 

///„ )la 


0 0 

i 


liamavqm*. — (ieci pent servir u calculer le parnmetre de distrihu- 
tiou. Ell effet : 


= K2^ 


d'ou : 

I 'f] ■' 

(2) K = L\ m\ //'« 

/o itH fiQ 

ReciproqueniPiit, soil une surface dout relemeiit liueaire est de la 
forme : 

(M = dn^ -h — F')- + : 

cherchoris s'il y a des surfaces re£;‘lees applicables sur cette surface ; 
ies elements d'uiie telle surface re^lee serout determines par les 
relations : 




= 1 , = 0, = I . - P, = K2 4- P' 2 ; 

la derniere de ces relations s’ecrit encore, J'apres rexpression (2) de K, 

= — K. 


Nous pouvons d’abord nous doniier arbitrairenient le cone directeur 
de fagon a satislaire aux deux dquatious = i, i. H reste 

alors a satisfaire a trois equations liiieaires en f\ g\ dont le deter- 
minant n’est pas mil ; f\ //, // seront parfaitement determines, 
/*, //, h le seront a une constante additive pres, ce qui revient a ajouter 
a j:*, z des quanlites constaiites, c’est-a-dire a faire subir a la sur- 
face une translation. II ij a done une infinite de surfaces reglees 
applicables sur une surface reglee donnee^ de jnaniere que les gene- 
ratrices correspondent aux generatrices^ puisqu’on peut prendre arbi- 
tral rement le cone directeur. Remarquons que dans Telemeut lineaire 
lljTI-ure, non pas K, mais K', de sorte qu’en [larticulier il existe deux 
surfaces reglees aijant inline cone directeur, des paranietres de dis^ 
tribution egatix et de signes contraires et applicables Vane sur 
r autre. 

Pour avoir explicitement f, //, A, resolvons le systeme des equations 
lineaires : 

= o, = — P, — — K ; 

/u, n/o, ^^0 > icicosiniis directeui*s dedeux directions rec- 
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lang*ulaires. IiitroJiiisoiis line nouvclle direction de cosiiuis m,, /?o 
formant avec les deux precedeutes uu triedre Irirectaiig'le direct : 

0 — 

Le syst^me devient : 

S V' = 0, S/V' = - p, = - K ; 

d’oii : 

i /*' = •“ P/'o — 1 m/;/o//o — 

A' = — Ph'q — K(/o///o — 

On eii dcdiiit /, <7, h par des quadratures. 


La forme ^1" et les lignes asymptotiques 


10. — Nous pouvoiis prendre pour seconde forme foiidamentale 
(pag-e 27) : 


W (da, do)=:'^\d^x= 


d^x d^y d^z 


ij" +ul\)dv^+2l\dudo . . 

Dev Dij Dz 


/o . . 

Du Du Dll 


Dx Dij Dz 

Do Dv Dv 


+ w/o . . 


d’ou pour une expression de la forme : 

W(da, dv) = 2FUhidv + GV^^ 

F' etaut fonction de v, et G' un trindme du deuxieme degre en ii. Nous 
trouvons naturellement pour lignes asymptoliques les courbes du = o-> 
ou 0 = , qiii sont les generatrices. Les autres lignes asymptoti- 

ques sont determinees par Tdquation dijBfdreatielle : 

dll G' 

qui est de la forme : 

(i) J=R«2 + 2S« + T, 

R, S, T elaiit fonctioiis de y. G’est une equaiion de, liiccali, Rappelons 
les proprietes de ces Equations. 
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Equation de Riccati 


Supposons qiion conaaisse une integrcile cle cette equation. 
Posons : 

( 2 ) a = Wi + ”■ , 


du = du^ — . 


LYM|uatioii (i) clevieiit : 


^ ^ = R"i- + — + H -L -(- 2 Sm^ + 2S -!- + T ; 

dv 10^' dv w w- ^ IV 


mais etant iiitegrale de (i), 




do sorle qiie Teq nation devient : 


ce qiii est de la forme : 


2(Rtti + S)w + R, 


:=Qw-^. 


G’est line equation llneaire dont V integration s'ejfectue par deux 
quadratures, 

2 *^ Supposons quon connaisse deux integrales de reqiiation. 
Posons ; 

Mg = Wi H , 




Wq sera ime integrale de I’equatioii (3). Posons alors : 

(4) ^0 = + 0, 


div = duijj + dB ; 
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(3) devieuL : 

ou, cojiirne lo^ e>l iutesj-i-ale tie (3) : 


(5) 


do 


= yo, 


equation liiicaire sans deuxiome membre qui s‘iiiteg‘re. imniediatement 
par line seiilr quadrature : 



Jog 6— fOdr, 

0 = e 

3'^ Supposo/ts quon connalsse trais Inf eg rales u^^ tu, u-^ de Tequa- 
lion (i ). Oq corinait aloi's deux integTales de requatiou (3). Soit : 


fch 


ih — 


ii\ est integrale de (3), el par suite ou conuait uiie iiitegrale 0^3 de (5) : 


0„ = IL\ ~W^ = 


u-i — Ih 


Us ““ ih ih — Ih {Ih — tii) {u% — ;/i) 


Posous : 


(5) devifut : 


0 = 6o'l, 

5 


o„ + 4, — o-i,o„, 

0 r/n ^ T * ,/„ -5- * 


do ~ T 

on, com me est iiiteg raie de (5) : 

A d^ 


do 


0. 


est une coiistaute C, et Tiut^grale general e de (5) est 

(6) 0=C9o. 

L'eqaaiion s'inlegre completement par des operations algebriques. 
Si nous clierchons rexpressioa de Tintegrale gen^rale a en foactioii 
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desintegrales particiilit*i-es //5, nous avous, en vertii de (2;,(/i),('6), 

I 


1 I • I 

H — H 

ir I 


— 


+ e 


: //l -1- ■ 


Ut — Ui 


+ G 


Ii2 — Uz 


(WS — — ?fl) 


d'ou : 


I 


f / Ui 

d'ou : 


+ 


C (/^2 — Uj) 


Nn — Ui { U ^ ~ lti ){ U 2 — Ui ) ■ 


. ^3 — + G(«g f/s) 

(Uz — ai ){ u 2 — Ui ) 


C{,U - «,) = - („3 - « J = (3 . - £i )fe-^) , 

^ ?z — 7?1 ^ a — Z7i 


ou : 


U 7/2 , 7/8 Ha 

77 77, * 7/3 7/1 ’ 


(7) 


(7/, Wi, 7/o, 7/<j) = C. 


*1//?.?/ le rapport anharmoniqiie de qiiatre inteffrales quelconques 
(V line equation de Riccati esf constant, Eu remarquaat que, dans le 
cas present, ces iutegrales sont precisement les ii des points d’intersec- 
tion d’une g*eneratrice quelconqiie avec les asymptotiques, ou voit qiie 
qiiatre lignes asgmptotiques d line surface reglee coupent les genera- 
trices saivant an rapport anharmoniqiie constant, 

Remarque, — L’equation (7) resolue par rapport ii doniie: 


( 8 ) 


VC + -v, 
ViC + Vi 


Vo etant fonctions de v. La solution generale est done, par 
rapport k la constante arbitraire, une fraction du premier degre. 
Inversement toute fonction de la forme (8) satisfait a une equation de 
Riccati, car si on elimine la constante C au moyen d'une differentia- 
tion, on retroiiveune equation differentielle de la forme (i). 


Cas particuliers 

Si la surface reglee a une directrice rectilig*ne, cette directrice est 
une asymptotique, et on connait une integ'rale particulifere de Tequa- 
tion de Riccati (0. La determination des lignes asymptotiques se fait 
au moyen de deux: quadratures. G’est le cas des surfaces i^egUes a 
plan (lirecteur (une directrice a Tinfini). 

Si la surface admet deux directrices rectiiignes, ces deux droites 
sont des asymptotiques, et on connait deux int^grales parti culieres de 
r^quation (i). G’est le cas des surfaces conoides a plan direoteur, 

Vessiot 
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li lie faut plus aloi's, tl apres ce qiii precede, qu uiie quadrature pour 
determiner les lig'iies asymptotiques. Mais, eii realite, on pent les 
obtenir sans quadrature. 

Coiisldei'Oiis, 011 eflet, uue siirlaee reg'lee admettaut deux directrices 
rectiligiies. On pent efiectiier uiie transfonnation homog-raphique de 
laroa que l uiie des directrices s en aille a I iufiiii, la surface se trans- 
forme en 11 u conoTdc a plan directeur. 

Soil : 



rnjLialiou d’un tel coiiuide. Elle oquivaiit aiix equations : 

x — iu Ij = uv, r = 9 (uj ; 

les coefficients /, y/i, n du i)lan taus'eut doiveut satisfairc aux rela- 
lions : 


Zii 


dv Dp 


oil : 


fun -f = 0 > 


I + mv = 0, 
equations satisfaites si Ton prend : 

n — u, in = I = — o^^\v).’ 

L’equatiou dilferciitielle des lig'iics asyxniilotiques : 

W{clu^dv) — — — 'Zdldx — o 


est done ici : 

jo'(w)£/o + Di'{v)dv^du — ’^\v)dv.{vda + udv) + du.i{vi).do = o, 
ou : 

ir^\v),do- — 2'^\v)diido — o. 

XoLis trouvous la solution y=c^, qui nous douue les generatrices, et 
il ivste : 


zdu 

"uw- H ’ 


(I’uu : 


Lo<^c\o} = Log7/' — Log-C, 
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; 

on obtient ainsi sans quadrature les lignes asympfotiques dun 
conofde, 

Remarque. — S'll y a trois directrices rectilig'nes. la surface est uno 
surface dii second de^’re, eL est dqiiblement reglee. Les deux systemes 
de ]itj;-iies asyniptotlques sont les deux systemes de generatrices rectili- 
gnes, et on voit quo quritre generatrices dun meme systeine dune 
qiiadrique rencontrenf fes generatrices de I'autre systerne suioant 
un rapport anharinoidqiie constant. 


Calcul de la forme M‘ 

Cherclions roxpression gcnierale de la forme ^r. Inlroduisons pour 
cola les variables canoni({ues a. v qiii nous out pcrmis d’arriver a la 
forme typede I’eltunent liiieaire. Considerons letriedrede Secret de la 
courbe trace du cone directeur sur la sphere de rayon i qui a sou 
centre au sonimet de ce cone. La g'enerutrice est dans le plan 

normal a cette courbe : soit 0 sou angle avec la uormale principale; 
avec les notations habituelles, nous avons : 

I /q = d cos 0 + isiu 0, 

ni^ = cos 0 + sin 0, 

//y = y' cos G + y'' sin ^ ; 


! = /'» = 0 '(— a' sill 6 + z"eos 0 ) — (l cos 0 + ^ sin 9 . , 


et les analogues ; 
d’ou : 


9 '=^. 


Alors : 


mpt j, — Ua^n 0 : 


: //ioY — riop 
Jiol'o — i^n^o 
l^m' — inda 


7 .' sin 0 — cos 0, 
fi' sin 0 — p'' cos 0, 
/ sin 0 — Y^ 


et nous obteuons, au moyeii des formiiles ( 3 ) du § 9 (page 1 10), 

id\ =.{11 — P)/^o — K(;>/o/do — no//i'o)=(w — Pja— Ka'sinO-hKa^'cosO, 

( //-f iin\= .... ; 
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puis, en prenant les derivees par rapport a u, 

f + id\z=z — P'a -I- (£/ — P)^ — K'a sill 0 — K “ cos 0 -f 

ou : 

K'.shi e) + /.K'eosG, 

{ h’ + iiu\ =.... 


t)®' 


sill 0 -f cos e ~ K “ sin 0 4- K;- cos 0 


La tormuie du ^ lo devient done 

2 %Jadv + j^a ^ j + a' — K^siu 0 j + aM{'cosOj duK 
tt! cos 0 + a" sill 6 

(« — P > a — IW sin (). + Ka" cos 6 

Ge determinant est le produit du determinant des ueni’ cosinus par 
le determinant ; 


2 diidv + ^ 

0 

On obtieiit done : 

q‘ = K 


+ [n - 


-»')*■ (^- 

cos 6 

— K sill e 

P)[(„_p)2|i + 


K'siueVo^ 



OU enKn 

’!■ = i>.Kdudo - j (f/ - P) K' + KP'-5^ [(« - P)s 


K'cos 6. dv^ 

sin 6 
K cos 6 



dv'^. 


Le seul element nouveau qui intervienne esL la courbure ^’eode- 
sique^^de la coiirbe ()i:) sur la sphere. Get element suffit a deter-, 
miner (1 ) ; supposons en effet qiie loii se doiine : 



nous tivoiis vu plus haul que : 



cos 0 
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nous eii (leduisoiis les formules : 

(0 lifD=—^(v\ R = -cosO, 

qui doiineiit le rayon de courbure et le rayon de torsion de la courbe 
(^) en fonction de son arc u. On sait qiie la forme d’uiie courbe g’aiiche 
est ainsi entierement definie. 


Remarque. — Les formules (i) nous permettent de trouver la con- 
dition pour qu’une courbe soittracee sur une sphere de rayon i. Oji 
en tire en effet : 


(IK 

do 


= sin G. 


dB sin fi 

T ' 


d’oii, on rempla^ant par a* la lettre y, qui desio^ne Tare de (i:) : 


(2) R2 -1- T* = I ; 

Go qui donnela condition, nddentea priori, quele rayon de la splnVe 
osculatrice doit ^tre (^gal a i. 

Supposons, reciproqiiement, qiiecette condition soil rdaliseo. Nous 
pouvons poser : 


R =; — cos 0, 

d’ou nous tirons : 


La comparaison de ces equations avec les formules (r^ et ( 2 ) du § 2 
nous montre que I’une des developp^es de la courbe est (en faisant, 
dans les formules de ce § 2 , ;( = 8, n = — i) : 

X = f — a^cos 0 — tJ' sin 8, 1/ = — ^'cos 8 — ^"sin 8, 

s — h — ‘/cos 8 — 8. 

On en tire : 

a + + ^^eos 0 — sin 0 4- — I'eosBy ^ = 0 ; 

et, de mOme, dq — ds = o ; de sorte que cette d^veloppde est n^duile 
k un point, qu’on peut supposer 6tre Torigine, des coordonn^es. 


T^=sin 8, 

ds 



Cn,\.PITRK Y 


. 11 ^^ 

Le plan normal a la courbe passant constamment a Torifi^'ine, on. a, 
d^s lors, ridentit^ : 

f.df -{- (fxl^ + h.dh =1 o. 

Done 

/‘2 ^ _l_ /^2 _ const. 

La courbe esl done bien une courbe spherlque, et le rayon de la 
sphere surlaquelle elle e.sttraet^e est ^sj^al a I’liiiite, piiisqiie tel est le 
rayon de ses spheres osculatric.es. 

Lignes de courbure 

1 1 LY^quation differentielle des lignes de courbure est [Ch. Ill § 7]. 
Zihj T^dv 

= 0 , 

ou : 

dii [(« — P)- + 

Kr/r. lu/f/ — j („_PjK'+KP'— 5ij^j'(/f-P)2+K2j|oi'„ 

(^’est-a-dire ; 

KrfH* — j (M _ P )K' -1- KP' — 9 (p) [(j? — P)8 + K^J j dtido — 

— K [■(« — P)s + K2] do^- = o. 

Telle est requation diftYi'entielle des iigacs de courbure, oii 0(0) 
repr^sente la courbure g6odesique do la courbe (S). 

Centre de courbure geod^sique 

12, — Considerons ime trajectoire ortliogonale des g^iK^ra trices, par 
ftxemple 0 i 
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cherchoiis sou centre de courbure fi;‘eodesique. C'est le point oi'i lu 
droite polaire rencontre le plan tang*ent. Or la i»‘eneratrice, etant nor- 
male a sa trajectoire orthog'onale, cst Tintersectioii dii plan iiorniai (‘t 
du plan tangent; le centre de courbure geodesiqiie est done h Pinter^ 
section de la droite polaire avec la generatrice, Le plan normal a 
pour equation ; 

= 0 ; 

la caracteristiqiie est dofinie par reqiiatioii pr(^ceJente et par : 

Pour determiner le centre de courbure g^oddsique, ilsuffit de deter- 
miner du point d’intersection de la droite prer-ederite avec la gene- 
rat rice : 

X = ftp) 4- ///o(u)» // = g(p) -f 777no(n), z = li{v) -j- 

La premiere equation se reduil a une identite. la deu.vieme donno : 
nS/o/^ — S/'‘ = o; 

mais ; 

0 , 

d’ou : 

S/'o/+ SV' = o; 

ot I’equation qui donne Vu du point cliercli^ devient : 

,/v/vr + 

ou [Equ (2) § 9] : 

— uP+.p-^+K^ = o; 

ce qui s’ecrit : 

Pf,/— p) = K2. 

Si G est le point central, M le point consider^} sur la tx'ajectoiro 
orthogonale, AP le centre de courbure geodesique, I’equation pnVe- 
denle donno ; 

GM.GlSr = - K2. 

Done les plans tangents en M et M' sont rectangiilaires (cf. p- io 4 ) - 
Ainsi le centre de courbure geodesiqae en uji point M dP une trajec- 
toire orthogonale des generatrices dune surface reglee est le point 
de la generafrice oh le plan tangent est perpendiculaire an plan Inn- 
qent en M. 
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Application. — Si nous cousidt*roiis mciiuteiiaiit (voir les fig*ures 
pag'es 28, 35 , 53 ) uiie coiirhe (G) tracoe sui* une surtace quelconque 
(S), les normales MN' a (C) taag’eutes a (S) eng'endrent une surface 
reg‘lee (It) \ surfaces (S), (Sf) etant taui>’entes tout le lon^ de (C), 
la courbe (C) a eu M mdme centre do courbure i^^ooclesique G sur (S) 
et sur (It) ; done G est rhomolog‘ue de M dans riuvolution des plans 
tang‘ents rectaii^ulaires relative a la i^’eaeratrice IMN' de (Zt) : Ip centre 
(Ip courhiipp cfpoclesique G est le point de on le plan normal a 
(C) est tangent a (Si). 

De m6me, le centre de courbure normale K, etaat sur la droite 
polaire de (G), est centre de courbure g-eodesique ea M sur la surface 
re^dee (S^) en§*eridree par les normales MX, meaees a (S) aux divers 
points de (C) ; il est done homolo,q‘iie a M dans rinvolutioa des plans 
tang*ents rectangulaires relative k la ^'eneratrice MN de (S^) : le centre 
de courbure normale K est le point de MX on le plan normal h (G) 
est tangent a (S,,). 

Pour la mOme raison, le centre de courbure G possede la mtoe pro- 
priete, relativement a la surface rd^lee eno'endree par les normales 
principales de (G) [Gf. page 106 \ 

Rptnarqae. — Les resultats de ce paragraphe devienneut evidents 
si on remarque que toute normale line courbe (G'l en un point M 
de cette courbe touche la surface polaire au point oii elle rencontre la 
droite polaire qui correspond a M ; de sorte que toute surface r^glee 
engendr^e par des normales a (G) est circonscrite k la surface polaire, 
c*est-a-dii*e tangente a chaque plan normal, le point de contact avec 
un quelconque de ces plans normaux 6tant sur la droite polaire corros- 
pondante. 
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CONGRUENCES DE DROITES 


Points et plans focaux 


I. — On appelle congruence^ oxxsgHieme de rngoiis, lui ensemble 
(le droites dependant de deux parametres ; toiites les droites rencontraiit 
deux droites fixes constituent une congruence ; de meme les droites 
passant par un point fixe, les normales a une surface : si, sur une sur- 
face, on consid^re une famille de eourbes dependant d’uii parametre, 
Tensemble de leui*s tangentes coustitue encore une congruence. 

Les propriotes fondameutales des congruentes formees des normales 
a une meme surface, qui joneiit en optique geometrique mi role essen- 
tiel, sont dues a Monge. Les piincipales notions de la tlieorie gcmerale 
des congruences out etc introduites par Hamilton. 

Une droite quelcoaque (D) d’une congruence donnee sera repre- 
sentee par les equations : 

.jc =/^n, w) + fi-ci (v, u/j, ij = g{v, w) + a,b{v. w), 
j = A{n, to) -b u.c{Vf w). 

Les equations : 

(2) x =/(«, w). y= g{v, w), s = h{v, w) 

definissent ce qiie nous appellei‘ous, pour faciliter le iangage, Ic snp^ 
port de la congruence; a, 6, c definissent les directions des droites de 
la congruence, ou rayons de la congruence passant par chaque point 
dll support. Ce support sera en g^nei'al line surface, et la congruence 
sera constitute par des droites de directions donates passant par tons les 
points d’lme surface. II peutarriver quey* g, h nedtpeudent que d'un 
seal ^aramttre, le support est alors une courbe, et partout point de la 
courbe passent une infinite de droites de la congruence, qui consti- 
tuent un cone.. Enfin y, g^ h peuveut se reduire k des coustanles, et la 
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congruence est constituee par toutes les droites passant par le point 
fixe de coordonnees f, //, h . 

Supposons qii’on etablisse une relation entre \\ u> \ cela i*evient a 
choisir droites de la congruence, qui constituent une surface reglee 
de la congruence, Les equations (i) deviennent ainsi les equations 
d’une surface reglee. (Jonsiderons toutes les surfaces reglees de la con- 
gruence passant par une (Iroite(D) de la congruence. Deux de ces sur- 
faces so raccordeiit en deux points de la droite (Dj. Nous allons montrei* 
que ces deux points sont indtq^endants des surfaces reglees que Ton 
considero. En d’autres tormes, sur chaqiie droite (D) de In congruence 
il exisfe deux points F, ¥’ nuxquels correspondent deux plans (P), (P') 
passant par la droite D, ef tels que toutes les surfaces reglees de la 
congruence passant par la droite D ont pour plans tangents en F, F' 
respectivenieni les plans (P), (P*). Ces points F, F' s’appellent foyers 
ou points focaux de la droite {D), les plans (P ) (P') sent les plans focaiix 
associes a F, F'. Pour demoutrorla proposition, cherclions le plan tan- 
gent en Lin point quelconque de la gen^ratrico (i). Les parametres /, 
//?, n de ce plan tangent satisfont anx equations : 

(3) la + jyib +• nc —o, 

(S') l[df + ji da) + ni(dg -f- a db) + n[dli 4- a dc) — o. 

Nous allons montrer qu’on pent choisir a de fai^on que le plan tan- 
gent soit ind^pendant des differentielles dvy dio„ et par suite indepen- 
danl dela relation exislant entre /n, e’est-a-direindf^pendant de la sur- 
face re‘glee. Developpous la deuxieme equation (3) : 



Pour que le plan tangent soit indcpeiulaiit de di\ du\ il faut et il 
suffit que Ton ait, a la Ibis : 



Les relations (4) et l.a relation (3) doivent <^ti‘e salisfaites pour des 
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valours non toutes miilos do /,/??, //, done loin* ilotermiiianl doit otri 


mil : 

a 


h 

r 


i.i) 

D;' 

1 

^ n~ 

^ -h /z — 

Da Da 

Da 

1 

4- w - 

Da 


ll 

^in 

-h ~ 

D/7 , :sb 

D»v' Zin 

D/i 

Zin 

, DC 

Dza 


Telle osl requatloii qiii donne les u des points foeaux ; elle est dii 
deuxienie de^*re, done il y a deux points foeaux ; le ])lan focal corres- 
pondant a chaenn d’eiix aura pour coefficients les valeurs do /, n 
satisfaisant aux equations (3) et (4j. 

Remarqu(\ — L'equatioii (5) ne peut.etre line ideiUile on a, (juels 
que soient v et in ; car le terme constant ne s’annule qne si le rayon do 
la cong’ruence est tangent an support : on pout done supposer le sup- 
port choisi de manicre que ce terme ne soit pas mil, pour le rayon 
coiisidere, s’il n>st pas siuijfiiiier. 

Oiiant aux cV|uatious (6) et (4) en /, 7?z, les relations entre les 
plans foeaux et le lieu des foyers, que nous allons etudier, montrent 
que le cas d’indetermi nation ne peutse pi'esenter aiiSwSi quo pour des 
rayons singuliers. 

11 faut, pour cela, que les mineurs du premier memb re de I’equation 
(5) soient tons mils; et, par consequent, que u soit raciiie double, 
e'est-a-dire que les foyers du rayon soient confondus. Mais cetle der- 
niere condition n’est pas siiffisante. 

Cesdeiix cas d’indetermination seront excliis, dans la suite, de cette 
etude : les proprietes des droites de la congruence que nous obtiendrons 
s’appliqueront seulement, en general, a des rayons non singiiliers. 

Les congruences formees, soit des di'oites dTin plan, soit des droites 
passant par iin point, sont les seules dont toutes les droites soient 
singulieres, ii run des deux points de vue precedents. Elies ont ete, 
implicitement, excliies dans ce qui precede. 


Surfaces fooal6S.’2.Courbes focales 

Le lieu des foyers s’obtiendrait sans difficulte. II siifnrait de tirer u 
de (5) et de porter sa valeur dans (i). L’equation (5) etant du deu.xieme 
degre donne pour u deux valeurs, de sorte que le lieu se compose de deux 
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parties distiiictes dans le voisiiiai^e de la (iroite fD). (Joiisideroiis I'liiie 
de ces parties; elle pent etre line surface, cjiie Ton appellera surface 
focale, oil line conrhe, quo Ton appellera rourhe forale, on hien elle 
pent se reduiro a im point, et la congTuence comprend alors toutes les 
droites passant par re point. En ecartant ce cas, on voit qiie le lieu 
des fovers pent se composer do deux surfaces, d’une coiirbe et (rune 
surface, on de deux courbes. 

1 ° Supposons qu’nne portion dii lieu des foyers soil une surface (4>). 
Prenons cette surface com me support de la coni^ruence ; Ti^quation (o) 
a pourracine a = o, done : 

a h r 

Tsf ^ M 

TSv = O. 

Iff ^ 

D/e dw ^fv 

Ceci exprime que la droite (D) est dans le plan tan,i>‘ent k la surface (<I>) 
au point M (« = o), qui est run des foyers, soit F. Ai.nsi les drolies 
de la congruence sonf fangenfes a la surface focale au foyer corres- 
pondanf, Cherchons le plan focal correspondant a F. Ses coefficients 
/, m, n sont d^termin^s par les (Equations : 




D’apres la condition pr^cedemment ecrite, ces equations se reduisenl a 
deux, et expi'iment que le plan focal correspondant au foyer F esf le 
plan tangent en F a hi surface Toutes les surfaces reglees gaa- 
ches de la. congruence sont circonscrifes a la surface focale, Le cas 
des surfaces d^veloppables sera discute pjus loin [| 2 ] : il t^chappe au 
raisonnement precedent, siF est iin point de Tar^te de rebroussement. 

2 “ 11 resulte de- ce qui precMe que si le lieu des foyers F, F' com- 
prend deux surfaces focales (4>'), les droites de la congruence 

sont tangent es aux deux surfaces focales,, les foyers F, F' sont les 
points de contact^ les plans focaax sont les plans tangents aux sur- 
faces focales aux foyers correspondanis, Le lieu des foyers coin- 
cide avec C enveloppe des plans focaux. 
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Recipromwmeni , etaiit doimees <letix burfaces quelconques 
lours taii^entes communes depeudent de deux paramctres. En eflet 
soil F uii point de (d>'n Considerons le plan eii F a (<I>) ; il 

coupe suivant uiie certaine courbe ; si nous meiions de F des tau- 
«*entes a celte courbe, ces droites, qui soiit tans^entes aux deux surFa- 
ces soiit delermiiiees quaiid ie point F est determine ; elies 

dependent d’autant de parametres que ie point F, done de deux para- 
metres; elles constituent une conqTiience, dont les surfaces re^lees 
sont circonscrites aux surfaces ( 4 »'), qui sont les surfaces focales. 

Si les surfaces (d>'), ( 4 >'j constituent deux nappes d’uue meme sur- 
face (S), comme cela arrive en g*eiieral, la congruence sera constituee 
par les tang'entes doubles de la surface (S). 

3 ° Supposons qii'une portion du lieu des foyers soit uoe courbe (cp), 
<]Lie nous prendi’ons pour support de la congruence. Alors (f, h ne 

dependent que d’liii parametre, v parexemple ; ^ ^ , ~ sont nuls, 

et // = 0 est raciiie de requatioii ( 5 ). Si les droites cPii/te congruence 
renronirent line courbe Jixe, les points de cetfe courbe sont des 
foyers pour les droites de In congruence qui y passent. Cherchons 
le plan focal cori*espoudaiJt. Ses coefficients sont determines paries 
equations : 


la 4* mb + nc = o, 


/ + 
Dy 




D/^ 


Done le plan focal passe par la droite (D) et est tangent a la courbe 
focale. Toates les surfaces reglees gauches de In congruence passent' 
par la courbe Poeale^ et en im point M de cefte courbe sont fangentes 
an plan tangent a cetfe courbe passant par la droite (D). Le cas des 
surfaces developpables sera ^tudie an | 2. 

4*^ Supposons qu’il y ait une surface focale et une courbe 
focale (cp') ; la congruence est constituee par les droites rencon- 
frant ('p') et tangentes a (<!*). On a imniediatement les foyers et les 
jdans focaux, d'apres ce qui precede. Reciproqnenient, les droites 
rencjnirant ime courbe (f) et tangentes a une surface (<1>) consti- 
tuent une congruence qui admet {d) et (<1>) pour lieu de ses foyers. 

50 Supposons qu’il y ait deux courbes focales (o), La con- 
gruence est constituee par les droites rencontrant (9), (o'), et ses sur- 
faces reglees gauches contiennent les deux courbes focales. Recipro-^ 
qaement les droites rencontrant deux courbes donnees constituent 
line congruence qui admet ces deux courbes comme courbes focales. 
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Si ('ij, ('/) voiistitueul deux ])arLies d’lmo meaie coiivbe (c‘j, la coii- 
j^Tueiice est coiistituee par les droites rencoiilrant (c) eu deux points, 
c’est-ii-dire par les cordes de (r). 

Cas singuliers 


Vovoiis dans cpiels ras les deux Fov(‘rs soul eoufundus sur toiites les 
droUes de la congTiunicc. 

D’ap,res la definitioji memo des lovers ot des [)laus Idcaux, coux-ci 
sontaussi confondiis, et reciproquement,car les plans fbcaux soat tan, 
s^’entsa uuenieine surface re^'leeaux fovers correspoiidaiits, et, ainsi, 
qu’ou le verra au § 2 , on peul sup[>oser (|ue cette surface re<»‘lee u’est 
pas developpable. 

I® Exaininons, eii pj'emier lieu, lecas de deux surfaces focales con- 
foudiies. Considerons d’abord, a cet eflet, uiie surface focale (<I>) d’line 
coiig'iuencequelcoiu|ue ; en chaque point F de cette surface esttangente 
line droite (D) de la congruence. Si on associe ces points focaux et les 
droites coiTespoiidautes, il existo sur la surface une famille de courbes 
taiigentes en chacun de leurs points a la droite coi-respondaiUe de la 
congruence. Preiions, pour le niontrer. la focale (<l») coinme support 
de la congi'iience : la droite (D) est tangente a ce su[>port, ses coeffi- 
cients directeiirs soiit done, Pet 0 etant des fonctions de d, u\ 


« = p£/+o^, 
dr ^ Ziv 




C 


= P-- + Q 

■ Dr ^ 


dh 


Soit une courbe de la surface dofiuie cii exprimant 0 , fo en fonc- 
tion d’un parainetre ; les coefficients directeurs de la tangente soiit : 

d,r . dio, dy = . dv + ^ . dw^ dz = . do + ~ . dio : 

:sw Dr D«r Dr 7>w 


et pour que cette tangente soit la droite (D), il faiit et il suffit que : 

do dio . 

Y~'\y 

Pour determiner Tun des parametres u, w en fonction de Taiitre, on doit 
done integrer une equation differentielle du premier ordre. La famille 
de courbes ainsi determinee depend dbui param6tre : prenons-la pour 
famille a> = c^^.Alors les coefficients de direction des rayons de la 
cougriieiice seront : 

r — — * 

Dr ’ Dr ’ Dr ' 
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et les equations q'enei'ules <le ces ra\ous s'ecriroiil : 

(6) ./•=/((..«.) + «« Ij- y = + 5 = //{£>,«’) + M^. 

L'equatioii aux points ibcaux (5) deviendra : 


IL 

^JL 







-- + u 

dV 

+ U—^ 

+ 

1 

~ M ^ 


q_ u — iL- 

D/^ , 
r V u 

1>W 


?v- 

^Vi 

7Sv'!>w 


et on retraiK'hant la premiere li^me de la denxieme. a vieiidra ca fac- 
te ur. 

Gela pose, supposoas que les points foaiiix soieat, deux a deux, 
confoudus : il faut et il siiffit, pour cela, que le dcHermiuaal s’aanule 
encore pour «/ = o, ce qui donne : 


V 



Sv 

Dp 


oy 

% 




D£>2 

2/‘ 




D//» 



ou E' = o. Cela exprime que Tequatioa des ligaes asymptotiques de 
la surface (<!>), qui est : 

K'clv- + ^F'do.div + iVcIw- = o, 

est satisfaite pour div = o ; c’est-^-dire que les coiirbes w = soat 
des asymptotiques de la surface (‘P). Aiusi les conffvneaces n siu'- 
face focale double soul constitiiees par les taiujentes aux lifjnes 
asymptotiques dune surface quelconque, non developpable. 

L’hypothese d’une focale double developpable se troiive exclue de 
uotre conclusion, parce que les asymptotiques etaat les generatrices, 
leurs tangentes ne dependraieiit plus que d’un parametre. 

Nous reviendrons su’r cette hypothese au § 3, et nous verrons 
qu’elle est inadmissible. 

2 ® Gonsiderons maintenaat le cas de deux courbes locales coafoa- 
dues. Prenous la courbe focale double ( 9 ) pour support : /, q, h sont 
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fouctioiis de o senlemeut. Expiiinous alors qiie I’equatioii ( 5 ; admet 
pour racine double // = o, nous obtenons la condition : 


a 

b 

€ 

If 


Zh 

Dc’ 

7>C 

Zo 

Z(f 

Zb 

Zr 

2iW 

ZW 

Zw 


Les droites (D) do la cong’nience passant ])ar uu point F de la courbe ("j) 
eng'endreiit un cone. Le plan tangent a ce cone a pour coefficients les 
determinants deduits dii tableau : 

a h r 

Za ' 

:sw 

et la condition pi^ecedeute expriine que la tang-entc FT a la courbe 
focale esl dans le plan tangent an cone ; ceci devan t avoir lieu quelle 
que soit la gciieratrice du cone que Ton cousidere, to us les plans tan- 
gents au cone passent par FT, et le cdiio se r^duit a un plan. Une co Ji- 
ff raence a courbe focale double esf eiigeiidree par les droites qiii en 
chaque point F d'une courbe (9) rayonnent nutour de F dans un 
plan passajtt par la tanyente a (9) ; et reciproquement. Ici Tenve- 
loppedcs plans focaux ne coincide plus avec le lieu des points focaux. 


D^veloppables de la congruence 

2. — Cberchons si Ton peut associer les droites de la congruence de 
fagon a obtenir des surfaces developpables. Reprenons, k cet effet, les 
equations de la droite (D) ; 

(1) .r = f{o,w) + u.a{v,w), ij = g{v,io) + u.b(u,w), 

5 = h{o,fo) 4 - u -0(0,10) ; 

la condition pour que cette droite engendre une surface developpable 
est [ch. V, I I, equ. ( 5 )] : 

a b c 
du db do = o, 
df dff dh 
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Oil : 

(2} 


du j , I 

^ dv +• ~ dm 
ZVy Dz/’ 


^ ///) -f ^ 

Dt» 


r 



Telle est requatioii ditferentielle qui exprime que la droite de la coa- 
oTueiice entendre line surface developpable. Elle est de la forme : 

Ar//»- + tiBciiKchn -f- Cdw- = o ; 

elle doniie deux valeurs poiir-^ , il v a done deux families deoo ^ deve- 
^ (ho 

loppables engeudrees par des rayons de la cong’riience, qifou appelle 
developpables de In congruence. Par chaqiie droite de la congruence 
pnasent deux deoeloppables de la congruence. 

Gherchons les points de contact de cette droite avec les aretes de 
rebroussement. La valeur de u qui fournit les coordonnees (i ) dc ITin 
de ces points doit verifier les equations ^ch. V, | i, equ. (4), : 

I df-\- u.da a.d^ = o, 

^ dg -j- u.dh “4“ h.d^^^ o, 

( dh -h u.dc 4- c.do = o ; 

ou ; 



Elimiiiaut, eutreces equations, do^dw^ c/p, nous obtenons pour determi- 
ner Tw du point de contact de la droite avec Tarete de rebroussement, 
Teq nation (5)- [| ij qui donne les points focaux. Done points on ime 
droite ( D) de la congruence touche les aretes de rebroussement des 
deux deoeloppables de la congruence qui passeat par cette droite sont 
les foyers de la droite (D). 

Ces resultats peuvent s’obtenir sans calcul. Soit, en effet, (A) Tune 
des deux developpables qui passent par (D) ; Tun au moiiis des foyers 
u’est pas sur son arMe de rebroussement : sort F ce foyer. En ce point, le 
plan taug-eut a (A) est le plan focal (P) associe a F. Au foyer F^, le second 
plan focal (P^), qui est different de (P), doit otre tangent a (A) : cela 
exige que F' soit sur Tavele de rebroussement, puisque, (A) etaiit deve- 
loppable, le plan tangent est le plan (P) tout le long de la gen^ratrice, 
Vessiot 9 
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sauf au point oil (D) est taasfente a I’arete de rebroussemeiit, pour 
lequel le plan tang-eiit est indetermine. 

Oil Yoit aussi qiie le plan tangent^ le long de (D), a une des deoe- 
loppables de la congruence qiii passent par (D), e$i le plan focal 
associe an foyer qai nest pas sur I'arSte de rebroussement de cette 
deueloppabh. 

Si la developpable est uii cone ou un cvlindre, il faut interpreter les 
resultats precedents en considcrant le sommet de la surface, situe a 
distance finie ou infinie, comme coiistitiiant Tarete de rebroussement. 

On peut dire, d’line maniere g^enerale, que chaque rayon (D) est 
rencontre par deux rayons in finiment voisins : les points de rencon- 
tre sont les foyerSs les plans passant par (D) et par chacun des deux 
rayons infiniment voisins sont les plans focaux^ et le plan focal 
Journi par Van de ces rayons est associe au foyer fourni par V autre. 


D^veloppables et surface focale 


Supposoas que le lieu des points focaux compreniie une surface («!>). 
11 r^ulte de ce qui precede que toute developpable de la congruence 
est circonscrite a cette surface, ou a son ar^te de rebroussement sur 
elle. Examinons les choses de plus pres. 

Ell chaque point F de la surface {^) passe une droite (D) de la coii- 
i’Tuence, langente en F k (<I>), et admettant F pour foyer. Nous avons 

montreincidemment, page 126, qidil existe 
sur la surface une famille de courbes 
(A) tangentes aux droites (DV La develop- 
pable qui a pour arSte de rebroussement 
line de ces courbes (A) est une developpa- 
ble de la congruence. Nous obtenons ainsi 
une des families de d^veloppables. Gonsid6- 
ronsalors les courbes (G) qui ferment avec 
(A), sur (^), un reseau conjugu6, et la deve- 
loppable enveloppe des plans tangents a (<i>) tout le long d’une de ces 
courbes (G) ; la generatrice de cette developpable en un point F de (G) 
est la caracteristique clu plan tangent, e’est la tangente conjuguee de 
la tangente a(C), e’est la droite (D). Nous obtenons done la deuxi^me 
famille de developpables en prenant Fenveloppe des plans tangents k 
en tons les points de chacune des courbes (C), conjuguees des cour- 
bes (A). 

On retro uve ces ri^siiltats analytiquement en prenant les equation^; 
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do la coii^Tiieiice sous la forme if)) § i , <|ui nu*t eii evidenre les coui-- 
bes (A). Ce sont alors les courses w = c*®. 

L'equatioii (2), qui dcfinit le- developpables, devietit ainsi : 




^ .do + — — chv 


= o. 


^ .do +• dio . . 

Tsr T^w 

Retrauchons des elements de la troisieme liq*iie ceux de la j)remiei‘0 
multiplies par do ; l’equatioii prend la forme : 

(E'dv + ¥U 1 id) dw = 0 ; 

nous trouvons d’abord d/o = o (coiirbcs A) ; et la relation 

KWo + rdio = 0 


defiuit precisement les courbes (G) coiijugiiees des courbes w = 


Beveloppables et oourbe focale 


Examinons mairitenant le cas d’uire courbe focale (9), que nous pren- 
drons pour support ; 

^ =/(t’)> y = = K^)- 

Alors ^ — sont nuls, et I’eqiuitlou (2) devieiit : 

to ’ Zw ’ ^ *■ -' 


(/ 


— -ay + “ div 


if 

dv 


do 


o ; 


dv est en facteur. L’une des families de developpables est formee par 
les droites v = c’est-a-dire par toutes les droites de la congruence 
passant par iin m^me point F de (9). Ce sont des c6nes. 



i32 


CHAPITRE VI 


Examen des divers cas possibles 


Examiaoiis alors les divers ras [)OSsibles relativemeul k la nature du 
lieu des f overs. 

1 ° Supposons qu'il y ait deux suri'aces locales (‘I>), Toiite droite 
(D) de la congruence est taug*ente a aiix deux points F, 

foyers de (D). (Jonsidt^rous une dos 
developpables ay ant pour arete de 
rebroussemeiit I’une des courbes 
(Aj. Toiites ses g-eneratrices sont 
tangentes a cette developpa- 
ble est circonsci’ite a (<!>') le long' 
d’uiie coiirbe iG') i[ue nous appel- 
leroiis vonvhe de contact, Le plan 
Focal correspondaut a F estle plan 
tangent en F a la surface Le deuxieine plan focal est le plan tan- 
gent eii F' a ; et, comme la developpable est circonscrite a ce 
plan tangent estle plan tangent a la developpable an point F', c’est-a- 
dire le long de la generatrice (D) ; c'est le plan osculateur a I’arete do 
rebroussement (A) au point F. 

11 y a 4videniment reciprocite entre L’aiitre serie de develop- 

pables aura pour aretes de rebi’oiissement les enveloppes des droites (D) 
sur la surface Soieut (A^) ces aretes de rebroussement. Ces deve- 
loppables seront circonscrites a (<F) le long des courbes de contact (C). 
Nous avons ainsi determine sur (<E>) et deax reseaax conjaques qai 
,se correspondent de maniere qu’aiix courbes (A) correspondent les 

courbes (C'), et au.x courbes (C) les 
courbes (A'); Tune des families 
de courbes correspondantes etant 
constituee par des aretes de 
I'ebroussement, et Taut re par des 
courbes de contacl. 

Le deuxieme foyer F'est le point 
de contact de la droite (D) avec son 
enveloppe quand F se deplace sur la courbe (G) [Gf. Gh. VIII, § 31. 

2 ° Supposons une surface focale (<I>) et une courbe focale (o'), Une 
des SLudes de developpables est constituee par des cones ayant leurs 
soinmets sur ( 9 '). Les courbes (C) sur (<I>) sont les courbes de contact 
des cdncs circonscxits a qui ont pour sommets les divei‘s points 
de (o'). Les plans focaux sont : le plan osculateur a (A) au point F 
et le plan tangent a (<I») au point F, c'est-a-dire le plan tangent a 
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('v'l passant par i). et l(^ plan tani»*ent au r.oiie <le la (‘Oii^TiUMice de 
sommet F', lo loni^ il(‘ D. Les ooiirlu^s fC), (Aj formeut un ivsoau 
1‘onjugne siir 

3 *^ Supposons eiifiu deux: coui-bes locales (-f) (9'); les deux families 
de developpabies sont des cones [>assaiit par rune descourbes et ayaut 
leurs sommets sur I’autre. 


Cas singuliers 

Voyons mainlenaiit le cas des foyers confondiis. 

II y a line surface focale doable non developpable. Dansce cas, 
la cougTuence est eonstituee par les tang*entes a uiie famille d'asymp- 
totiques de cette surface | i, page 127 . II ny a plus qiduiie famille 
de developpabies, ayant pour aretes de rebroussement ces asymptoti- 
ques. Prenons, en effet, cette surface pour support, et pour courbes 
w = ces asymptotiques. L'equation diff^reutielle qiii lUHermiue les 
developpabies est, comme on Ta vu [page i3i' : 

(EWn 4 - Wdto) dw = o. 

L’equation des ligues asymptotiques est : 

EV/y2 4. 2rdv,dw + = o ; 

elle doit etre verifi^e pour dw—o, done E' = o, et Tequation qui 
determine les developpabies devient dw- — o, ce qui demontre le 
rt^sultat enonce. 

20 II y a line courhe focale doable (9J. Les droites de la congruence 
sont dans des plans tangents aux divers points de (^p). Une famille de 
ces developpabies est done eonstituee par ces plans. On apercoit imme- 
diatement deuxautres developpabies particulieres, Tenveloppe des plans 
tangents precedents, et la developpable qui a pour arete de rebroiis- 
sement la courbe (9). II est facile de voir qii’il n'y eii a pas d’autre. 

So it, en etfet, la coui'be (7) : 

=/(£’)• y = - = hip) ' 

la tangente a pour coefficients directeurs les d^rivees y'', // ; don- 

no ns-nous en cliaque point les coefficients directeurs d’une droite 
[larticuliere de la congruence ^(n), bfo)’, Uue dvoile quelcouque 
de la congruence aui'a pour coefficients directeurs : 
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L'oquation diflerentielle des developpables ost alors : 


/*' -f- ILHh) 

( /*" -f ina'yjr -f nQ.dw 
fcJv 



do est en facteur ; en retraiichaiit la troisierne li§*ne, clivls(ie par dv, de 
la premiere, w est en tacleiir, et Tequation se reduit a : 


w.dv^ 


r + 
f 



Nous trouvons = 0 qui correspond aux plans tangents; w=zo 
qui correspond a la developpable (Farete de rebroussement ('f), et 
enfin : 



fio b„ Co 


flii ho 

Co 

(S) 

/" 7" h" 

+ w. 

a'o b'o 

c'o 


f(l' 


f g' 

/F 


qu’il reste a interpreter. 

Or le plan tangent considere, en un point de la conrbe (o), a pour 
equation : 


x —f IJ — CJ s — h 

f !f' h' 

('n Co 




Ghorchons son enveloppe : la caracteristiqiie est I’interseclion de ce 
plan avec le plan : 


■c—J 

// — .'/ C — h 


X — / 

' u — g 

r — h 

r 

(f h" 

+ 

/' 

g' 

h! 

«0 

Im) Co 


fl'o 


c'o 


La droite (D) : 

cc =/+ H [/' 4 - WW»J, !/ = 5 = 

est, quel que soit dans le premier plan. 

Exprimons qiFelle est dans le deuxieme : cela donue, pour determi- 
ner Tequation : 


/' + wao 


/' + lono 

r 


f 

ClO 


a'o 


qui iFest autre que reqnation'(i). 
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Celie-ci d^finit done Lien I’eaveloppe des plans rpii contienatMit les 
droites de la congruence. 


Gas des surfaces focales developpables 

3. — Nous avons trouv4 comme cas particulier du lieu des foyers 
une courbe. En examinant la question au point de one correlatif dii 
principe de duedite, nous sommes conduits a examiner le cas oil Hen- 
veloppe des plans focaux esf une surface developpable, soit 
Soil (4>'j Tautre nappe de la surface focale. Les droites de la con- 
gruence sont tang*eutes a (4>), (<!>') ; or une lan^ente a la developpable 
(4>) doit etre dans Tun des plans tangents qui enveloppent cette deve- 
loppable ; les droites de la congruence sont done les tangentes k ( 
qui sont dans les plans tangents a (^), ce sont les tangentes aux sec- 
tions de (d>') par les plans qui enveloppent (^>). Dans ce cas, les aretes 
de rebroussement (A') sur la surface (*!>') sont des courbes planes, les 
developpables correspondantes etant les plans de ces courl)es. Les 
foyers d’une droite (D) sont : le point de contact avec (O'), et le point 
d’interseotion avec la caracteristique du plan tangent a la developpable 
(0). L’autre famille de developpables aura ses aretes de rebroussement 
sur la surface (0), et correspondant aux courbes (G'} conjuguees des 
coui'bes (A'). 

Reciproquement , si les apf^fes de rebroussement des deiwloppables 
sitnees sur une des nappes de la surface focale sont des courbes 
planes^ les developpables correspondantes seront des plans, et le.ur 
enveloppe sera la deuxieme nappe de la surface focale. 

Pour avoir une congruence de cette espece, on pent prendre arbi- 
traireihent la developpable (O), et sur cette developpable, une famille 
de courbes quelconque. Les tangentes a ces courbes engendrent une 
congruence de Tesp^ce consider6e, car Tune des families de d^veloppa- 
bles est evidemment constitute par les plans tangents k la dtveloppa- 
ble (<P) ; les courbes de contact sur la dtveloppable sont les gentra- 
trices, qui peuvent 6tre considerees comme conjugutes a toute famille 
de courbes. 

Le cas, correlatif de lui-mtme, ou la congruence possede une courbe 
focale et une surface focale developpable^ sera etudit au | 5. 

Supposons que les deux nappes de la surface focale solent deve- 
loppables. II suffit de partir d’une developpable (0), et de la coiiper par 
une famille de plans dependant d’lin paramttre. Les sections seront 
les courbes (A), et les plans de ces sections envelopperont I’autre dtve- 
loppable focale. On pent dire dans ce cas que Ton a deux families de 
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plans, a uii parametre, les droltes de la congruence etant les intersec- 
tions de chaqiie plan d’liiie famille avec chaijiio jdan de I’autre. 

On pent verifier quo Vhypofheat* dune .surface focale dotible dene- 
loppable esf a rejeter. Ktaiit don nee, en efl'et, nne surface develop- 
pable : 

(i) ,T = f{n) + wf\p), y = y{v) 4- - = K^) + 

tonte droite (D) d’une congruence admettaut cette surface pour focale 
liii est tang-ente, et a des coefficients directeurs de la forme : 

f 2 j a =f{v) + b = y\ n) + c = ///(n) + 

0 etant line certaine fonction de v et w. On reconnait alors que, si on 
prend la focale (i) pour siqiport de la coii»*riience, T^quation aux points 
focaux [I T, equ. (5)] s'ccrit : 




I 0 

0 

f f r 

X 

1 fl — 


r/' Cl” g'” 

h' V /i'" 

^e 

I u — 

0 


Le jiremier facteur n'est pas nul, I’arete de rehroussement n’etant 
pas plane. Le second se reduit k : 

Or h n’est pas nul, sans quoi les seules droites (D) seraient les g‘ene- 
ratrices de la developpable. II est done impossible que les points focaux 
soient confondus. 

Les deux cas singuliers.^ oii les focales soiit doubles, se correspon- 
dent k eux-m6mes au point de vue correlatif. Gela resulte, pour le cas 
d''une surface focale double, de cette remarque que les asymptotiques 
d’une surface se correspondent a elles-m^mes ; car une asymptotique 
est telle que le plan osculateur en Tun de ses points soit tang*ent k la 
surface; et, au point de vue correlatif, uii point d’une courbe se trans- 
forme en plan osculateur d’lme ar^te de rehroussement, et inversemeut. 

Dans ie cas ou le lieu des foyers est une courbe focale double, a 
chaque point de laquelle est associ6 uu plau focal unique, tangent 
a la courbe, uue transformation dualistique fera correspondre, aux 
00 ^ foyers, oo^ plans focaux ; et a chacun d'eux sera associe an foyer 
unique situe snr Teuveloppe de ces plans focaux. On aura done bien 
de nouveau uue courbe unique pour lieu des foyers, avqc oo^ plans 
focaux tangents a cette courbe. 
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Introduction des 6l4ments de contact. — Focales 
rectilignes. — Congruences de Kcenigs. 

4. — 11 y a un o/ifrp cas pnrticiilier correlntif de hii-jneine^ auquel 
on est tout natui'ellemeuit roiiduit, quand on fail iiitervenir, dans la 
theorie des congruences, les notions Ibndamentales do la f/eowelrie 
den elements de contact ( Sophiis Lie). 

On appelle element de contact le systeme coustitue par na point M 
et un plan passant par ce point. Les surfaces, les courbes et Ics points 
j)euvent etre consid^res comme des niuttiplicites, dont chacime est 
formeede oo'^ elements de contact; en chaque point d*une surface, il y 
a un plan tangent et an seiil, ce qiii donne oc^ elements de contact ; 
sur une courbe, il y a oc^ points, et, en chaque point, oc^ plans tan- 
gents, ce qui donne encore oc® elements de contact ; pour les develop- 
pables, nous avons oc^ plans et points, donnant (.dements de 
contact ; une droite est, de meme, constitiiee par oc^ elements de con- 
tact obtenus en associantde toiites les manieres possibles les oc^ points 
de la droite et les oc* plans passant par la droite ; un plan a pour (Ele- 
ments de contact les oc' el(Ements qu’il forme avec ses divers points ; 
un point a pour (?l(Ements Je contact les elements qu’il forme avec 
les clivers plans qui le contiennent Le contact de deux surfaces, ou 
d’line surface et d’line ligne, la rencontre de deux lignes, le fait qu’un 
point appartient a une surface 011 a une ligne, toutes ces relations 
geometriques d’apparences si diverges, s’interpretent alors cUune 
maniere unique : les deux multiplicites considerees onl en coramun 
11 u element de contac.t. 

Dans la th^orie des congruences, les IbyervS et les plans focaux asso- 
ci<Es d'un rayon constituent les elements de contact focaux de ce 
i‘ayon, qui sont comm 11 ns a toutes les surfaces r(Egl^es de la con- 
gruence, passant par ce rayon. Les surfaces focales, courbes focales, 
d^veloppables focales, sont les miiliipllcites focales, e.ngendrees par 
tes Heinenis de contact focaux, et chacune a un element de contact 
commun avec chaque rayon. 

Une multiplicit(i focale est *le lieu de oc^ ( 3 l(Ements focaux ; mais il 
nV en a plus que oc' dans le casd'une com'be focale double : ils cons- 
tituent aloi's line bande ou bandeau d"' elements, qui a cette courbe 
pour support [Gf. Gh. VII, | 4 ]- 

Relativement a la nature particuliere des mQltiplicit(Es focales, nous 
avons consid(Er^ tons les cas possibles, sauf celui ou Tune des multi- 
plicities focales est une droite. 

Nousecartons les cas ou une multiplicity focale serait un plan ou un 
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point : la con^Tuence se rodiiisant alors aiix droites du plan, on aux 
rayons issus dii point. 

La droite pent etre coiisideree comme le lieu de oc^ points, ou comme 
Tenveloppe de oc* plans ; c’est done a la Ibis une coiirbe et une deve* 
loppable ; il en resulte qiie, dans une congruence dont une locale est 
une droite, une des families de developpables de la congruence est 
constituee par des ednes ayant leurs sonimets sur la droite, et I’autre 
par des plans j)assant par la droite. Si, en particulier, la congruence a 

, pour multiplicites locales une droite (oj et une 

surface (4>), les families de developpables seroiiL 
d’une part les ednes circonscrits a(4>) par les difle- 
rents points de (3), ce qui donne les coui'bes de 
contact (C ) ; et d’autre part les plans passant par (o), 
qui coupenl (<I») suivant les aretes de rebrousse- 
ment (Aj. Et les courbes (A), (G) forment un sys* 
teme de courbes conjuguees [p. i3o]. On obtient ainsi 
le Theoremede Kcenigs : Les courbes de contact des 
ednes circonscrits a une surface paries divers points d'line droite (8) , 
et les sections de cede surface par les plans passant par (8) constL 
tuent un resea a con j ague. 

Remarque. — Si les multiplicites locales sont deux droites, (8) et 
(S'), la congruence est constitude par les droites qui rencontrent ces 
deux droites. G’est une congruence lineaire dont les droites ('8) et (8'( 
sont les directrices. 

Dans le cas d une droite focnle double (8), e’est-a-dire d’une ligne 
locale double rectiligne,. a chaque point A de la droite coirespondra 
un plan (P) passant par cette droite, et la congruence sera constitude 
par les droites (D) siludes dans les plans ^P) et passant par les points A 
de (o). Si la correspondance entre les points A et les plans (Pjest 
homographique, on obtiendra ainsi une congruence lineaire spMale ^ 
a directrice double (voir ch. X). 



Application. Surfaces de Joachimsthal. 

RechercJier les surfaces dont les Ugnes de courbiire dun systeme 
sont dans des plans passant par une droite fixe (8). 

Soit (<1>) une surface rdpondant a la question ; imaginons les tan- 
gentes aux lignes de coiirbure considerdes ; ces tangentes (D) consti- 
tuent une congruence, et comme les lignes de coiirbure sont dans des 
plans passant par (8), ces droites (D) rencontrent la droite (8) ; (<1>) est 
une des nappes de la surface focale : les developpables sont, d’une 
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part, les [>lans d<?s lii^nes de courLure, et, d’aiitrc part, les c6nes cir- 
consrrits a (<f») qui ont pour sommets las difVereuts points de (o ). Done, 
d’apres le theoreme de Kienii^s, les courbes de eoutaet constituent un 
systeme coajug’ue du premier systeme de lii^-nes de cour])ure, et, par 
suite, forment le deuxieme systeme de lig-nes de courbure. Si nous con- 
siderons ce deuxieme systeme, le cone circonscrit coupe la surface (4^ 
suivant un ang-le constamment mil ; la courbe de contact, qui est une 
li^ne de courbure de (•!»), est done aussi une li^ne de courbure du c6ne 
circonscrit, d’apres le Theoreme de Joachimsthal ; e’est done une tra- 
jectoire ortho^*onale des g’eneratrices, e’est-a-dire Tintersection du 
c6ne avec une sphere ayant son centre an sommet; le deuxieme sys- 
teme de lig’iies de courbure est done constitue par des courbes sphe- 
riqiies ; et les spheres correspondantes coupent orthog*onalement les 
cones circonscrits, et, par suite, la surface (4»), le lon^ des li^nes de 
courbure. La surface (^) est dojic frajectoire orthoffonale crime 
famille de spheres ayant I ears centres sur (8). 

Cette propriete est caracteristiqiie de la surface (I*). Supposoiis. en 
effet, une famille de spheres aj^ant leurs centres siiri'o), et une surface(^) 
orthog’onale a chacune de ces spheres tout lelongde la courbe d’inter- 
section ; Tintersection est une lig'ne de courbure de la sphere, et comme 
I’ang'lede (4') et de la sphere est constamment droit, e’est une ligne de 
courbure de (^). Si on joint le centre A de la sphere a un point M 
de la liq*ne de courbure, cette droite est iiormale ala sphere, done taii- 
g^ente a la surface (<^), de sorte que la ligne de courbure est la 
courbe de contact du cone circonscrit a (^) qui a le point A pour som- 
mot. Une des families de lig'iies de courbure etant les courbes de co]i- 
tacl des cones circonscrits a (4>) qui ont lours sommets sur (8), Tautre 
famille est bieii, d’apres le theoreme de Kcenigs, constitiiee par les 
sections planes faites dans f<I>) par les plans qui passent par (5). 

Nous sommes ainsi conduits a rechercher les surfaces qui coupent a 
aug'le droit une famille doniiee de spheres, ayant leurs centres sur (8), 
tout le long’ des courbes d’iiitersection. Solt(^*) une telle sui-face, et(S) 
line des spheres de la famille. Le plan qui passe par (8) et un point M 
de I’intersection de (^) et de ('Z) est aussi ortbo.g'onal h (1). Done ia 
section de (^) par ce plan est orthog’ouale, en M, a (1) ; et, par conse- 
(juent, au grand cercle de situe dans ce plan. 

xA.insi, la section de (4>) par un plan quelconque passant par (8), qui, 
d’apres ce qui precede, est Tune des lig’iies de courbure planes de 
est trajectoire orthogonale de la famille des grands cercles determines 
par ce plan dans les spheres donnees. Si on considere un autre plan 
])assant par (o’), la ligne de courbure situeo dans ce plan sera aussi 
trajectoire orthogonale de la famille de grands cercles obtewue de 
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mtoe. En rabatlaut le second plan sur le premiei-, les deux families 
de ^Tands cercles se su[»er[ioseront et on aura une autre trajoctoire 
oi’thog'onale de la meme famille de grands cercles. 

On considerera done dam tin plan passaitt par (• 5 ') une f anti lie de 
cercleis ayanf leiu^s centres siir (8), on en defenninera les trajectoires 
orthocfonnles^ et on fern tourner chaciine. de res trajectoires ortho- 
(jonnles aiitoiir de I'o) dhin angle qui lai corresponde et qiii varie 
dune maniere continue qnand on passe dune trajectoire a latrajec- 
toireinfiniinenivoisine Le lieu cles conrbes ainsi obtennes sera la 
surface {^>)^ si la famille des cercles et la loi dc rotation sont conve- 
nabiemen! choisies. 

Quelle que soit d’ailleurs cetle loi de rotation, et quelle que soil la 
famille des cercles, on obtient toujours ainsi une siudace rt^pondant a la 
question: cette surface sera en effet eng*endrcepar des courbesqui cou- 
peroiit orthofiTona lenient la famille de spheres ayant pour grands cercles 
les cercles consideres, et par consequent la surface coupera a ang‘le 
droit toutes ces spheres tout le long* des conrbes d‘intersection. 

Nous allons done chercher les trajectoires orthogonales d’lme 
famille de cercles situes dans un plan, et ayant leurs centres sur une 
droile (8). Cherchons plus generalement les trajectoires orthogonales 
dune famille qaelconqiie de cercles d un plan^ que nous definirons en 
donnant les coordonnees (a, b) du centre I, et le rayon R, eii fbnetion d\in 
parametre u. Considerons une trajectoire orthogonale, rencoiitrant un 
des cercles en un point M. Les coordonnees du point iVI sont, eu fbne- 
tion du paramHre. u : 

( i) .r = <7 -f- R (‘OS c, g = b R sin 

9 etant une fbnetion de u convenablement choisie. Tout revient h 
determiner cette fbnetion de u de maniere que la courbe represent(ie 
par les equations I'l) soit normale a tons les cercles. La normale IM au 
cercle a pour parametres directeurs cos c;, sin 9 ; elle doit etre tangeuLe 
a la courbe, ce qui donne la condition : 

dx du 

y = o, 
cos o sin 9 

e’est-h-dire : 

da + cos 9.f/R — R siu 9-^9 db -j- siii9.o^R + Rcos 9.^9 
cos cp sin 9 

ou : 

sin o.da — cos o.db — Rdo = 0, 

ou encoi‘e ; 







C’est une equatiou de Riccati. Le rapport anharaiouique de cpiatre 
integ'rales in est constant. Pour interpreter ce resultat, imag'inons Tun 
des cercles de la famiiie. Suit M le point ou il est coiip^ par une des 

trajectoires orthog’onales : est le coeflicieiit aa§*ulaire de la 

droite AM (v, figure). Si on cousidere quatre trajectoires orthogo- 
uales coupant le cercle aux points 
M, M\ M'^, les quatre valeiirs de w 
correspondaiites sont les coefficients 
aiigiilaires des quatre droites AM, 

AM', AM", AM'", et le ^rapport aiihar- 
inonique des quati*e Integra les est 

le rapport anharmonique du faisceau 
(A. M, M', M", M'"j, c’est-a-dire le rap- 
port auharjnonique(M, M', M",M"') des 
q iiatre points sur le cercle, II cn resulte 
que quatre trajectoires orthoijona- 
Jes d\uie famille de cercles coupent tons les cercles de la fainille 
siiivant le 7nch?ie rapport anharmonique. 

Dans le cas particulier ou les cercles out leurs centres sur une 
droite (o), les points M', M" d’iutersection du cercle avec (S) corres- 
pondent h deux trajectoires orthogonales ; on coiiuait done deux 
inlegrales de requation dc Riccati, et la determination des trajectoires 
orthogonales se ranienc a une qiiadi’atiire. Pour definir la famille, au 
lieu de se doniier a, 6, R eu fonctiou d’uii parameti'e, on pent se don- 
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ner line trajectoire ortho^onale (F) : on connait alors Irois inlegrales 
de Fequation de Riccati, et riiitei>Tale g-eiiei‘ale s’obtieiidra en eciivant 
que son rapport anharmoiiiqiie avec les Jtrois iiitei>’rales conniies est 
constant. 



Supposons que (8) soil Fa.ve oj?, et douuons nous (F) par ses tan- 
g’ontes (Tj. L’une d’elles est definie par les equations : 

x = a + p cos y — p sin 

a etant une fonctioii doaiiee de ii. Pour determiner le p du point de 
contact M"' avec (F), il suffit, suivaut les principes de la theorie des 
enveloppes, de differentier eii coiisidcrant .r et y comme constants, 
ce qui donne : 

da — p sin ii du + cos u = o, p cos a du + sin a d^ = 
d’ou : 

del • 

P = — sin a = R. 

^ da 

Cette fovmule donne le rayon R = du cercle de la famillc dont 
le centre a pour coordoimees x = a, y = o. Une trajectoire orthog*o- 
iiale quelconque est done representee, d’apres ce qui precede, par : 

/ / \ I da • dut • • 

(4) ~ ~dii 

F angle o etant lie a ii par la Constance du rapport anharmonique 
(M, M', M", ISV"), qui s’exprime par la foi'mule : 


( 5 ) 




(m = consF*^). 
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Reveuons maintenaut aux surfaces de Joachimsthal. 

Si on fait touruei* la courbe (4j d'uii an^-le v aulour de oa\ el si 
on pose : 

on obtiendra, pour line trajectoire ortho^onale quelconqiie de la 
famille de spheres ayant pour grands cercles les cercles consideres, 
les Equations : 

f j? = f(ii') -f /\u) sin u cos c, 

( G) j y = f'Ui ) sill u sin c cos v, 

( s = /'l/O sin II sin c sin u, 

ou c esl toujours lie a ii par la formule (5). D'apres le mode de gene- 
ration obtenu, ces formules representent Tune quelconque des surfa- 
ces orthogouales aux spheres considerees, a condition dV considerer in 
comme une fonction in = y(u), qui peut etre arbitrairement choisie. 
On supposera done sin o et cos o remplaces, dans les equations (6), par 
leiirs expressions en fonction de : 

(7) ts:^—(/{v). 

et, en y considerant ii et v comme des param^res ai'bitraires, eiles 
representeront la surface de Joachimsthal la plus generale. 


Determination des d6veloppables d’une congruence 

0 . — Nous avons vu que la determination des dcveloppables d’une 
congruence depend de I’integration d’une equation differentielle du 
premier ordre et du deuxieme degre. Cette integration peut se simpli- 
fier dans certains cas. 

Oil obtient les developpables sans quadrature si la congruence 
admet deux coiu'bes focales, ou correlativement deux developpables 
focales. Dans le premier cas, on obtient des cdiies, et dans le second, 
des plans tangents, comme on I’a vu pi'ecedemment. 

Si la congruence admet une courbe focale, ou correlativement une 
developpable focale, ou a immediatement une des families de develop- 
pables de la congruence ; pour avoir I’autre, on est ramene a int^grer 
une equation diflf4rentielle du premier ordre et du premier degre. 

Cette equation a des proprietes particuliei'es dans un cas correlatif 
de lul-m6me, cas ofi fa congruence admet une courbe focale et une 
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developpable Jocale. Suit [y.) I’arete de rebroussement de la develop- 
pabie locale ( 4 >) ; coiisideroiis uiie i^-eiieca trice quelconque (C) de cette 
developpable ; les droites de la couiyrLieiice rencontreiit la coiirbe 
locale (9'),et sont dans les plans tang*ents a (<I>).Soit un plan taug^ent 
a (<!>), qui rencontre ( 9') eii F' ; toutes les droites de ce ]>laii qui passent 
par F' sont des droites de la coiig-ruence. Cousiderons les develo})pa- 
bles de la congruence passant par une de ces droites (D) ; il y a d’abord 
le plan qui enveloppe la developpable, et qui admet pour courbe de 
contact la g'eiicratrice (G). Les Foyers de la droite (D) sont F' sur (9') 
cl F sur (Cj. La deuxieme developpable a pour arete de rebrousse- 
ment une courbe (A) de (<I>) dont les taiigentes vont reucontrer (9'). 



Le pro])leme revient done a Iroaver les coarbes cTiine develop’- 
pable (<1>) dont les tamjenies vont rencontrer une courbe (9'). 

Nous allons chei^cher directement les developpables de la congruence, 
qiie nous detinirous en partant de la courbe (9'), et eii associant a 
chacun de ses points un certain plan dans lequel seront toutes les 
droites de la congruence passant par ce point; la developpable ( 4 >) 
sera Tenveloppe de ce plan. 

Soit la courbe (9^) : 

x = /(«), u = ' 7 («), 

Pour delinir un plan passant par un de ses points, il sul‘Ht de se 
donner deux directions a^[v), c^{v) et plan 

contenant toutes les droites de la congruence, les coefficienls direc- 
teurs d’une telle droite sont alors : 

a = + loa^, b — b^ + wb^^ c = -h (vo^. 

Inequation diffci'entielle <les developpables : 
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a b c 

(If d(j dh — o, 

da db dc 

devieiit ici, eii desigiiaiit par des accents les derivees par rapport 
a y, 

-f wa.2, . . 

dv f'{v) . . =0. 

(a\ 4 - wa\)dv 4 - n^dw 

Nous trouvons dv = o, y = c*® ce qui nous douue les plans des droi- 
tes de la congruence. L'autre solution s^obtiendra par I’integration de 
Tequation, 



. . 


a^ 4- wa^ 

dio 

/' . • . 

4“ do 

f • ■ 


. . 


^ a'l + itfa's • • 


Equation de la forme : 

P«,* + + R, 

ou P, Q, R sont fonctions de y seul. G'est une equation de Riccati. 

Indiquons quelques cas oii on pent avoir des integrales particulieres 
de cette equation. Si la courbe [f) est plane, et si on coupe par son 
plan, la section est une courbe dont les tangentes rencontrent (o'), 
c’est une courbe (A) ; on connait une integrale particuliere, le pror 
bleme s’acheve au moven de deux quadratures. Ea particulier si (9') 
est le cercle imaginaire a riiifini, on doit determiner sur (d>) des cour- 
bes dont les tangentes rencontrent le cercle imaginaire a Tiiifini, 
ce sont les courbes minima. La determination des coarbes minima 
d*ane developpable se rarnene a deux quadratures. 

Correlativement, si est un cone, considerons le cdiie de meme 
sommet et qui a pour base (9') ; c’est une developpable de la deiixieme 
famille ; on connait une integrale particuliere, et le problfeme 
s’achfeve encore par deux quadratures. 

Si (<E>) est un cone et (9') une courbe plane, on connait deux inte- 
grales particulieres, et on est rarnene a une seule quadrature. 

Supposons encore qiie les plans qui enveloppent la developpa- 
ble (<I>) soient normaux k la coui'be (9'). Nous avons la congruence 
des nor males a la courbe (9'), et la recherche des developpables 
conduira a celle des developpees de (9'). Le plan normal a (o') eii Tun 
Vessiot 


10 
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cle ses points F' est perpendiculaire a la taii^eiite FT. Si on considere 
le cone isotrope fJ) de somniet F', le plan normal est le plan polaire 
de la tang'ente par rapport a ce cone isotrope ; parmi les normales 
il V a done les deux ‘‘■eneratrices de contact des plans tang'ents menes 
par la tang’ente au cone isotr(»pe. Soit (Gi Tune d’elles, on I’obtient 
alg‘ebriquement ; considerons la surface regdee (R) qu'elle eng*endre 
lorsque F' decrit la courbe Le plan asymptote, plan tangent 
a rinfini sur ( G i, est le plan tangpent au cone isotrope (J ) le long* de ;G) ; 
la surface regdee contient la courbe et le plan tang-ent au point F' 
est le plan delini par (G) et FT, qui est encore le plan tangent au 
cone isotrope ?e long de ((i). Le plan tangent a R est done le meme en 
deux points de (G). et, par suite, est le meme tout le long de (G) : 
cette droite engendre doin- line surface developpable. Ainsi les droiies 
isotropes des plans nonnaux u une coarbe tjauche enijendrent deux 
developpables ei enveloppent deux developpees de la courbe gauche. 
Nous avons ainsi deux integrales particulieres, et la determination des 
developpees doit s’achever par une ^ule quadrature. 

Efiecti Yemen t, eii supposant que v est Tare s de (o'), que 
^/i, b^, ; Oq, Cg sont les cosiiuis directeurs x\ y' de la normale 

principale et a", de la binormale, Tequation precedente devient, 
en designant par a, y les cosinus directeurs de la tangente, 



P' v' 


4- Wol” 

dio 

a ^ 

+ ds 

X 


ol" ,S" 


a a" , «' 

rr -f- W ~ 




R T ^ T 


e’est-a-dire : 


— cfu> + Y (* + ^ ; 

et donne la solution ; 



Comme fo nest autre chose ici que la tangente de Tangle / d’une 
normale avec la normale principale, la concordance avec la for- 
mule (i) du chapitre V, § 2, est manifeste. 

On verifie que Tequation differentielle en 10 admet les deux solu- 
tions : w = zt qui correspondent aux developpables isotropes. 

Si on remarque de plus que la surface focale de la congruence des 
norpiales est la surface polaire de (9'), e’est-a-dire que les points de 
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contact des norinalos avec les develuppees soul snr la droite polaire, 
on retroiive tons les rusultals essentiels obtenus an chapitre V au sujet 
Jes develop pees des courbes L» a aches. 


Proprietes infiait^simales m^triques des congruences 

6. — Nous alloiis faire Tetude d'une conoTuence quelconque, dans 
le voisiuage d’une de ses druites, c’esi-a-dire analyser les proprietes 
qui resiiltent de la consideration simultanee de cette droite et des 
clroites iiiHniment voisines appartenant aussi a la cong'ruence. Cela 
revient a considerer les diverses surfaces re^»‘Iees de la congruence 
(c’est-a-dire engendixxs par des droites de la congruence) dont la droite 
considered est uiie generatrice. et a etudier les plans tangents a ces 
surfaces reglees aux divers points de cette generatrice. La notion des 
foyers et des plans focaux est le point de depart de cette etude. 

Soit (D) la droite consideree : prenons-la pour axe des 5, et pla^ons 
Torigine des coord on iiees au milieu des deux foyers ; prenons enfiii 
pour plans des xz et des yz les plans bissecteurs des plans focaux. 
Si la congruence est reelle, les foyers peuveut etre, ainsi que les plans 
focaux, reels ou imaginaires conjugues, de sorte que le point milieu 
des foyers et ies plans bissecteurs des plans focaux sont toujours 
reels. 

Reprenons les notations du § i, mais avec le ,choix suivant des 
donnees : le support de la congTuence passera en 0 et y sera normal 
k Oz ; les lignes cooixlonnees = o, v = o seront celles qui se croi- 
seut en 0 ; les variables v et w seront les longueurs d’arc de ces cout- 
bes, qui admettront. de plus, pour tangentes Ox et 0^. D’autre part, 
rt, c seront, pour (D), des cosinus direcLeurs. 

Cela etant, on aui'a, pour v = w = o, 

J>/ dy ^ D/ Zg ^ q . 

et, par suite, 

(i I df—du, dg = div^ dh = Q. 


De plus, on a, quels que soieut a, 
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et, par suite, pour v = w = 


et -- soiit mils, et oa a : 
do div 


(2) da = a'dv a'^div^ db = b'do 4- U'dw^ do = o. 
en posant, pour abrei^'er recriture : 


( 3 ) o! = — , d' 

^ ^ J>£) 







U) , 

(pour u = = o). 


Comme nous nous boriions aux pruprietes iiilinitesimales du pre- 
mier ordre, la surface re^lee (Rj quelcoiiqiie, passant par (D), et dont 
les generatrices appartiennent a la con«Tuence, que nous allons consi- 
derer, n'interviendra que ]»ar la direction de la tangente OT a sa trace 
sur le plan x^ij : nous poseroiis : 

{Ox, OT) =rr O, 

de sorte qu'un deplacement infiniment petit sur cette trace sera : 

dx = cos '^.ds, dij = sin 9.<is*, dc = o. 

Si done on a egard aux formules (i), on voit que la generatrice de(R), 
infinimeat voisine de (D), que nous avons a introduire, s’obtient en 
donnant a n et w les accroissements inliiiiment petits : 

(4) do = cos "f.f/j?, dw = sin o.r/.v, 

Le plan tangent a (Rj, au point M de (D) qui a pour cote r = w, 
sera dcHni par Tangle 0 = (O,r, OP) qiTil fait avec le plan zOx, 
OP etant la trace de ce plan sur le plan xOy ; son equation sera : 

( 5 ) X sin C) — y cos 0 = o. 

Pour calculer Tangle 0, il sufHt d’ecrire que ce [>lau contient la 
tangente a la courbe a = coiistante qui passe en M, taugente dont les 
coefficients de direction sont : 


dx = df -f uda, dy = dy + iidb, dz == o. 

En tenant comple des formules (i ), (2) et ( 4 ), on obtient aipsi : 

[cos -1- {d cos 9 4- sin sin 0 — 

— [sin 9 + {d cos 9 -f d sin o)u \ cos 0 == o, 


ou : 


to- 0 = + (I + du) tg y 

^ + dll) -p a"a.tg 9 


(G) 
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En ecrivant que le secoml memln*e ne 4l<q)en(l [)as de on obtlent 
Tequation aux cotes des /b//er.? : 

(7) (r -r (i -i“ b'V/i — lj'a\n' = o. 

L’orifi^ine etaiit an milieu des foyers, la somme des racines est nulle : 

o' + // = o. 

De plus, les valeiirs de t»* 0 , qiii correspondent aux deux racines ii 
et — f/, c’est-a-dire qui donneiit les plann focnnx, sont : 


et comme elles doiveiit, d'apres le clioix des plans coordonnes, etre 
eg*ales et de signes contjviires, o' est mil. On a tlonc : 

(8) ^ d' = // = 0. 

Nous poserons : 


(9) 



b^=-. 


7 


L’eq nation aux foyers (7) se reduira done a : 

(loi ii^z=pcj, 

et les plans focaux serunt deHnis, en meme temps, par : 


( 1 1 ) tt»’ 0 = = P- , to;- fj =z . 

q ll (f 

L’eqiiation (G), doiiiiant la loi de la variation simultauee des Elements 
g’eometri({ues assooies 0, ii et 7, <levient enfin la Jormale fondarnen- 
tale : 


(12) 


t<r[)=P ” + 

- 7 7 ^+ 


La correspoiidance entre deux quelconques des trois Elements «, 
tgO est homographique, le troisieme ctant suppose constant. On voit, 
ea particulier, que, en un point M <le (D) donne, le plan tangent k (R) 
tourne, quand (R) varie, dans le meme sens que le plan tangent au 
point milieu 0, ou en sens contraire, suivant que pq{pq — est 
positif ou negatif. Si done les foyers sont imaginaires < 0), les 
deux rotations sont toujours de m^me sens; si les foyers sont r6els 
(/>g>o), elles sont de meme sens quand M est entre les foyers, 
de sens contraire si M n’est pas entre les foyers. 
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Remarquons encore que Tequation (in) [tent s’ecrire : 


( i3') • 


w = pr/ . 


Iff 6> — tiy V 
p — ^ Iff 6 tff y ’ 


oil 


(1 3') tff 


P — II + q is: B 

(/ ' p — zMff 6 ’ 


ce qni ?net en evidence uiie loi de rcclprocite entre 0 et an siffne 
pres de n. 


Points Umites et Plans principaux 


Cherchons encore le point central de la ffeu era trice (D) de (R). 
Si on suppose u infiiii, la Ibrniiile (i 2 ) doime, poiirle plan asvmptote : 


on a done, pour le plan central ; 

(1 4 ) t^0 = — 1^, 

et cette valeur, port(^e dans i i8), donne, pour le point central : 

(1 5 ) 11 = — pqip q) — f — 5 — = . sin 26. 

La cote du point central est <Ionc toujours Hnie, et ses valeurs extr(>mes, 
qui correspondent a : 

sont ! 

(16) » = + iL+JZ. 

2 

On appelle pointsM mites ces positions extremes du point central : 
elles sont toujours reelles, ainsi que les plans centraux correspondants, 
qu’on appelle plans principaux du rayon : ceux-ci sont rectang-u- 
laiye^, et ont monies plans bissecteurs que les plans focaux 
(Hamilton). 

Si les foyers sont reels, leur demi-distance, qui est la moyenne 
g^ometrique de |/3[ et \q\. est moindre que celle des points limites, 
qui en est la moyenne arithmetique : les foyers sont done entre 
les pointSTlinaites, et les deux couples de points ont le mtoe centrei 
qui est dit le centre du raison. 
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Si on desi^ne par *id et 20 les distances des fovers et des points 
limites, les formules 1 loj et (17) donnent Tinterpretation q'eometrique 
des quantites /; et y : 

(17) [if[. 20 = I/) + r/| . 

D’apres les formules (iij, Tan^-le 2m des plans focaiix est doiiiie, 
en mtoe temps, par les formules : 

('17') is^Tn= — — I^ tfir-TO=-^. 

" ff d ' q 

Remarque . — Nous verroiis, au chapitre suivant, que dans toiiie 
congruence formee des norma les a nne surface^ les foyers sonf les 
centres de courhure principaax, ef les plans focnux sonf les plans 
de sections princi pales de la surface, Ces plans focaux sont done 
rectang'ulaires, et se confondent des lors avec les plans principaux du 
rayon, que Ton vieut de definir. De plus, Tortho^onalite des plans 
focaux s’exprime, d’apres la formule (in, par la condition : 

— d p d 

-7 * “ r/ * — /y ’ 

on a done, en ayant e^ard a (17) : 

c/2 =p^ = q-=z pq; p) = q=:± d, d —o. 

d’ou : » 

p z= q = ± d., d — 6. 

Done dans une congruence de normales^ les points-! imites de chaque 
rayon se confondent avec ses foyers,, ef les plans focaux se confon- 
dent avec les plans principaux du rayon Les m^mes circonstances 
se produisent. dans une congTuence quelconque, pour les rayons 
qui satisfont a la condition p—q, e'est-a-dire doiit les plans focaux 
sont recta ngu la ires. 


Etude de la deviation 

Gonsiderons maintenant deux points quelconques ]\I et iVL de la 
droite (D), et cherchons la relation qui existe entrQ la cote relative 
id — w = p de ces deux points, et la deviation que siibit le plan tan- 
gent a (R), quand on passe de Tun a Tautre, e’est-a-dire Tangle 
6' — 6 = fL. Nous avons designe par id la cote de M', et par 6' Tangle 
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que ie plan taug'ent en M' fait avec le plan sOx, de sorte que Ton pent 
ecrire, d’apres : 

— fi' ^ p — u + r/t^B 

q [i ~ U fj p — tg- 6 » 

fhi eii <-onclul : 


ia' — ^ (tg* — tg* 0) = o. 


ou : 


p (/j cos 6 cos 0' — <7 sin 0 sin 0 ' + // siii'^) -f i — />//) sin = o, 

qiii s'eccit encore : 

( 1 8 ) p Cos -i~ cos ('^ + 20) + // sin j = (pgr — sin 6 . 

Si ou se doaue la deviation 6, et si ou fait varier (R), c'est-^-dire 0 , 
en laissant fixe le point M, c'est-a-dire n. on voit que p a un maximum et 
un minimum donnes pai* : 


(19) 


^ ?! ~ 

/ Ps COS 'L — "1" ^ ’^1 ~ (P7 — 


On tire de la : 
p—q 


■ cos 


^ ii sin = — (py — / — + — I sin 

2 \ Pi p2 / 


ce qni permet d’ecrire la formule (18) sous la forme : 

7 (- + -)+ - cos + 20 ) , 

2 \pi p2/ 2 \pi p-2/ ^ ' p 

d’ou Ton conclut la /oT’mM/f' de Kammer : 

(.0) ,^ cos^(f+ 9 ) sin>(-f+6) 




P2 


Dans le cas particulier ou la deviation '!» est supposee ^g'ale k — , elle 


se reduit k : 
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^_ cos^(9+|) ^ sin^(e+|) 

? P’-i 

qu'cn ecrit plus elegamment, eii iiitrodiilsant Tan^’le h + y = 6^ que 

le plau tangent en M fait avec run des plans pnnci[>aux du rayon : 

- . I cos- So , sin^ 6o 

( 21 ) 7 ^ 


Pi 


02 


Cette Jbrmule rrHamilton ala meme forme que la formiile d’Euler 
(pan;’e 4 i) relative a la variation de la courbure normale, et conduirait 
a des consequences analog*ues. La forniule d’Euler est, en fait, un cas 
particulier cle celle d’Hamilton. Supposoiis, en ejBfet, que la congruence 
consideree soil la congruence des normales a une surface (S), et 
que M soit un point de cette surface. Soit (G) la trace de la surface 
reglee (R) siir la surface (S) ; I’angle % est precisemeiit Tangle de la 
tangente a (G) en M avec Tun des plans principaiix du rayon, c’est-a- 
dire d’apres la remarque du paragraphe precedent, av^ec Tune des 
directions principales de la surface. D’autre pait, la surface (R) u’est 
autre que la surface (S J consideree daus la remarque qui termine le 
chapitre V ; de sorte que le point ]\r, pour lequel le plan tangent a (R) 
est perpend iculaire au plan tangent a (R) en M, c’est-^-direest normal 
k (G), est le centre K de courbure normale de (C). La formule ( 21 ) 
exprime done bien, dans le cas particulier suppose, la courbure nor- 
male— de la courbe (G) de (S), en fonction des courbiires princi- 

pales — et — de (S) et de Tangle % de (G) avec Tune des directions 

^ Pi 02 ^ ' 

principales de la surface. 

Parametre de distribution, — Supposons, dans la formule g 4 ne- 
rale de la deviation ( 18 ), que M est le point central de (D) sur (R), 
e’est-a-dire que u est donne par(i5). Nous obtenons alors : 


( 22 ) pq — a^ = pq — (p + y)2sin®6 cos® 9 = 

={p cos® 9 — q sin® 6 ) (y cos® 9 — /) sin® 9) ; 

et la formule ( 18 ) devient ; 



P+^ 


cos cos 2 



= (p COS® 9 — q sin® 9) (y cos® 9 — p sin® 9) sin ^{/ ; 


e’est-^-dire, apr^s division par le facteur (/> cos® 9 — q sin® 9) : 


( 23) 


o={q cos® 9 — p sin® 6). tg 
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Nous obteijons ainsi la formiile de Chasles (page 102), et le para- 
metre de distribution de I'D), pour chaque surface (R), est donne par 
I’equation : 

( 24 1 K = y cos^ 0 — p sin^ 0 cos 20 — ~~ 

en fonction de Tangle 0 du plan central avec le plan rO.r. Le point 
central est donncL en meme temps, par la formule (if)) : 

1 15 ^ u . sin 20. 

2 

On voit que <7 et — p sont les valeurs extrtoes du parametre de dis- 
tribution : elles correspondent aiix deu.v cas ou le point central est au 
centre du rayon; les plans centraux sont alors les plans de coordon- 
nees, c’est-a-dire les plans bissecteiirs des plans focaux et des plans 
principaux. 

Le parametre de distribution s’aiiniile, quand le.plan central devient 
perpendiculaire a Tun des plans focaux : le point central tend alors 
vers le foyer qiii correspond a Taiitre plan focal. 


Propri^t^s des pinceaux de rayons 


7. — Densite en un point. — Imaginons ime surface regloe (S) de 
la congruence, contenant a son interieur im rayon (D) de la con- 
gruence : la section de cette surface reglee par le plan perpendiculaire 
a (D) en un point ({uelconque de cette droite est une courbe fermee (<?)? 
qui contient M a son interieur. Gonsid6rons tons ses points comme 
situ^s a une distance de M infiriiment petite : Tensemble des rayons de 
la congruence contenus k Tinterieur de (S) sera dit alors un pincean 
de rayons., injinimeni delie., ayant le rayon (D) pour axe ; les sec- 
tions, telles que (-j), seront les sections droites da pincean. 

La propriete fondamentale de ces pinceaux resulte de Tinterpretation 
du produit des racines de Liquation ( 5 ) du § i, qui determine les 
foyers du rayon (DV Ce produit est : 




P 

n ’ 


a h c 


a h c 

^ ^g D/i 


Dr/ ^6 

Zv Dy Di* 

II 

C 

cVy T^v 
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co.\(jRr'E-\r;E> de droites 


I.).') 


£ci*ivoiis-le, en <lesit>iiaiit par //r, dw ties mfininieut ]>etits posit ifs : 


(0 


«l "3 


Vdvjlw 

Wdv.dii^ 


Le numerateiir de cette forinule se developpo sous la fbi*me : 


(?>) Vdvdw = n. .drdu) — h. ^ dvdw 

^ ^ Dl/’,?/') Die, //«) 

Or : 


D(e,w») 


dvdw. 




JJ( fj, h ! 


dodN\ 


mj) 

D(e, w) 


dvdw^ 


D(.Ary) 

D(e. w) 


dvdw,^ 


sont les trois oomposaiiles d’un veclenr, normal a la surface 


(4'i .r = f u», w). If = (j{v, w^, r = }i\i\ w\. 


au point (y, to) de cette surface, et dout la lono^ueur niesure Telement 
d’aire de la surface en ce point. Si done on suppose (|ue tu b, c soieiit 
les cosinus directeurs dii rayon qui a sou pied en ce [>oiiit, la quau- 
tite ( 2 ), projection tin vecteiir (3) siir la direction c, cst la projec- 
tion de cet element d’aire sur le plan perpeiuliculaire an rayon mene 
par le point considere, Oonime, de plus, le vecteur(3), el les directions 
positives : 


/ /'-V ^ ^A \ 

' De " De * De / w;/’ ’ 7 >ir' ^10/ 


des coiirbes coordonuees au point considere forment un triedre direct, 
cette projection est [>ositivesi la direction a, r et les directions posi- 
tives precedentes forment aussi un triedre direct. 

Si nous supposons que le support (4i soit normal au rayon, et que 
son pied soit le point M du rayon (Dj precKlemment considere, cette 
projection de r<^lement d’aire se reduit a Telement d’aire lui-meme, 
e’est-a-dire, a des iiiHniment pelits pres d’ordre superieur, a I’aire de 
la section droite (a) du pinceau, avec la meme convention de signe. 

Appliquons au denomiiiateur de la formule ( i; les memes conside- 
rations : le support (4) est remplace par une sphere de rayon (i), qui 
est aussi norniale a (D) au point (y, w\, Ce denomiiiateur V^dvdw 
mesure done, avec une convention de signe toiile semblable, I’aire 
spherique elementaire homologue de lai, e’est-a-dire Tangle solide 
edementaire que remplissent les directions des rayons qui constituent 
le pinceau, supposees issues d'nii meme point : e'est ce qiTon pent 
appeler la mesure de Tangle solide du pinceau. 

On voit, de plus, que le rapport (i) sera positif on negatif suivant 
que les points homologues des contours de la section droite (a) et de 
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Taire spherique qiii lui correspond, decriront ces deux contours, par 
rapport a la direction positive de I'axe du pinceau, dans le meme sens 
ou dans des sens opposes, lorsque I'on fera decrire a un ravoa mobile 
la surface refill qiii limite le pinceau. 

Done h prodnit dps nipmres cdffebriquei< des distances d'lin 
point M d'nn rayon qnelconqiie d'une conyruence mix deux foyers 
de ce rayon est eyal au quotient de V nice de la section droit e Jaite 
en M dans iin pinceau infiniment dMie ay ant ce rayon pour axe par 
la mesnre de Uanyle solide de ce pinceau^ ce rapport ayant le si^ne 
qui vient d'etre precise (Knnimeri. Gela eipiivaut a dire qne e’est la 
limite vers laquelle tend le i‘a[)[>oi“t analogue relatif a iin pinceau de 
section droite finie, lorsque cetto section di'oite tend vers zero dans 
toutes ses dimensions, sans que le [liiiceau cesse de contenir a son 
interieurle rayon coiisidere. On prend I'invorse de cette limite, qui ne 
depend pas de la maniei'e dont le [linceau se i‘etluit a son axe, comme 
mesnre de la densite dn pinceau infiniment delie au point M. 

Done la densite d' un pinceau de la conyruence, infiniment dHie^ 
en un point quelconqne de son axe, a pour mesnre T inverse dn pro- 
dait des distances alyidjvique.s de ce point aiix foyers de cet axe. 

Ce theoreme se recluit, pour la coni»Tncnce des nor*males a une sur- 
face (S), an theoreme de (lanss siir la coni'bnre totali‘ (Cf. pa£»*e Oq). 
(]ela resulto des remarques suivantes : si on prend pour M le pied 
d’une normale sur (S), les ilistances alg’cbriques de M aux foyei's de 
cette normale, qui sent les centres de coiirhnre [irincipaux de la sur- 
face i| 5), deviennent les I’ayons de conrhiire principaiix de (S') en M. 
Onpeut, de plus, considej*er alors (Sj comme su[)port de lacongTuence, 
et, comme cette surface est normale en M au rayon (D) considere, son 
aire elcmentaire en M esteg'aie a la section droite d'un pinceau, infini- 
ment delie, d’axe (D')., Enfin, la correspondance etablie [lar les direc- 
tions des rayons entre le support (S) et une sphere de rayon i, est ici 
la representation spherique de (S) : Tangle solide du pinceau est done 
Taire elcmentaire de la sphere qui est homologue a Taire elcmentaire 
de la surface (S) dans sa representation sphendque. 

Etude des sections droit es. — Si on imagine deux sections droites 
d’un m^me pinceau infiniment delie, d’axe (D), le rajiport de leurs 
aires cr et d est egal an rapport inverse des densites aux points M, M' 
de (D) ou sont faites ces deux sections. Si done r^ ; r\ sont les 
distances de M et INF, respectivement, aux deux foyers, on a, pour le 
rapport des aires : 




( 5 ) 
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Ce rap|»oi’t tend tlonc vers zero, si. M restaiit Hxe, M' vieot eii uii 
tbver. Le pincoau s’aplatit done en ses deux foyers, de niauiere que 
I'aire des sections droites coiTesi)oudaiites soit d’ordre iiiHnitesimal 
superieur a celui des autres sections droites. 

Nous pourrons preciser davantag^e au moyen des formules du ^ 6. 
Supposons le pinceau donne par la section droite faite au centre du 
rayon : c'est, d’apres le choix des axes de coordoiinees, la section faite 
par le plan des xy, En negdi^'eant les infiniment petits d’ordre supe- 
rieur au premierj les coordonnees d’un point du contour de cette 
section sont : 

(6) X = do, y = diL\ r = 0. 

Les coordonnees d'un point quelcoiique du rayon de la congruence 
passant en ce point sont : 

ic=/(y + d.v, to + dw) + ii.a (v -p du^ w + dw)^ ^ = ..., r = ..., 

ou, en neg^lig’eant les infiniment petits d'ordre superieur, et tenant 
compte des formules (i), (2), (8), (9) du § G, 

/ , , , die dv , / 

(7) x = dv + ii --- , ^ ~ -f du\ z = u. 

Si done on considere ii comme constant, les formules (6) et (7) 
expriment la correspondance etablie par les rayons de la congruence 
entre les points du plan r = o, et ceux du plan z ~ a. Reservant les 
lettres .r, y pour les premiers, et designant les seconds par X, Y, cette 
correspondance est done definie par les formules : 

( 8 ) + 

C’est unc correspondance lineaire, qui devient siuguliere si le 
determinant des coefficients de ./* et y est nul, e’est-a-dire pour : 

id — pq — 0. 

Cette condition ex[>rime [eqii. ( lo) § Gj que la section z — u est menee 
par un des foyers, F ; elle ne peut etre realisee que si les foyers sont 
reels . 

Dans le cas oii elle Test, on a identiquement, quels que soient 
X eXy I 
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Oil [o<{u. ( m), § 01 . eii (lesii’imiit j>ai* 0 Taui^’le du plan local (P), 
associe au lover F, avec le plan ^Ojc, 

Y = A t- e. 

Ouelle ({lie soil done la Ibrmede la section droite ceutrale, e'est-a-dire 
doiit le plan passe {lar le centre dii rayon, le pincectu est coape par 
le plan de aection droiie pfiKnani par an foyer saioant an segment 
rectiligne^ sitae dans le plan focal associe a ce foyer. La surface 
exti^rieure du pinceaii a don(% si on n(^‘g’lig*e lt‘s infiniment petits 
d'ordre su{»(irieiir au dianielre de la section droite centrale, I’aspect 
d’ane surface rcai’lee ayant deux directrices rectilig*nes, qui passent 
par les foyers de I’axe du pinceau, sent per{)endiculaires a cet axe, et 
sont situiis dans les plans Ibcaux assoeies, respectivenient, a ces foyers. 

Supposons, par exemple, que la section droite centrale soit uri 
cercle de rayon v\ la section par le plan de cote z = u sera I’ellipse ; 

+ (Y - "X)2 =zr^{i — 

P r/ ' \ pyj 

qui se reduit ell’ectivement a une droite double, pour zr = pq^ dansJe 
cas ou les foyers sont r(3els. 

L’aug-le CO d’un axe de cette ellipse avec le plan rCKr est doiiiie par la 
formule : 


(lo) 


tg 2(0 = 


q—p 


I 

ii * 


Dans le cas p = q (e’est-a-dire dans le cas des cou^^rueiices de nor- 
males, si cette circonstaiice se [»roduit pour tons les rayons ; et, plus 
q'eiieralenieiit. loutes les Ibis (:{ue les plans focaux sont rectan^ulaires), 
les axes sont done loujours dans les plans focaux, confondus alors 
avec les plans principaiix du rayon. 

Ge cas ecarte, si on projette la section sur le plan z = on verra, 
lorsque la cote a du plan secant varie ile — x a + oo, Tangde droit 
forme par les deux axes de la section touriier toiijours dans le meme 

sens : la rotation totale est do ^ , et lorsque la cote a tend vers ziiro, 

ces axes tendenl a se placer dans les {jlans principaux du rayon. Les 
deux ellipses fournies par deux plans (!*quidistants du centre da rayon 
sont, du reste, en projection, symetriques Tune de Tautre par rapport 
k Ox et ])ar rapport a Oy. 

Dans le cas des foyers reels, en ayant (3g*ard aux formules (17') 
du § 6, on met la formule (10) sous la foi'me : 


ig 2(0 =~ . tg* 2TiT, 
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ou iiilervieiineiit la demi-distance d des lovers, et Tau^le 2w des plans 
focaux. 

Les long'ueurs I des axes de Tellipse (pj sont doniiees par Tequa- 
tioii : 

/._[, + rH^ + ( ‘ -| y = « = 

et la loi de leur variation resulterait de Tetude de Thyperbole repre- 
seiitee par Tequation qu’on en deduit en posaut : 

/- = r-.y, = pq.x. 

Uii verrait aiiisi qiie si a varie de o a ± oc. Tun des axes croit 
coustammeiit, tandis que I'autre decroit d’abord, passe par uii mini- 
mum. et croit ensuite aussi constamment : les deux axes deviennent 
infinis avec la cote ii. 

Si les foyers sont reels (/jy>oi, le minimum du deuxieme axe 
est zero, et il a lieu, conformement a ce qu'ori a vu, lorsque le plan de 
section vient en un foyer ; le premier axe, situe alors dans le plan 
focal correspondant, a pour long'ueiir : 



sin 2nT 


On peut done dire que le pinceau s'etale le long* de ses directrices 
rectilig’nes sur uiie longueur superieure en general au double de son 
diametre central, et egale au double de ce diametre dans le cas oii les 
plans focaux sont rectangulaires. 

Remarque, — Le cas ou les foyers sont coufondus, sur le rayon 
considere, se traitera en laissant Torigine 0 arbitraire sur ce rayon ; 
on supposera seulement que le plan zOx est le plan focal double. 
Alors, h etant la cote du foyer double, et les autres hypotheses sur 
le choix des axes, faites au | 0, etant maintenues, la correspondance 
entre le plan 5 = o et le plan de cote a s'exprimera par les formules : 



en posant ici : 



En ecrivaut, en effet, que les racines de Tequation (7) sont egales 
k /i, et que la formule (6) donne, pour « = A, la valeur 0, on obtient : 

rt' = £,' = — -i- , i' = o. 
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On voitque, si on se doiine arbitrairement la section ( 6 ) du pinceau, 
dans le plan 5 = 0, qui est ici un plan de section droite arbitraire, 
la section par le plan 5 — A, qui passe au foyer, est seule rectiligne : 
elle est encore dans le plan focal, et sa longueur est proportionnelle 
a la dimension de la section ( 6 ) perpend iculaire a ce plan focal. 

L’hypothese a” ~ 0, implicitement ecartee, correspond au cas oii 
le plan focal serait indetermine : la section droite du pinceau, par un 
plan passant le foyer, se reduirait alors k un point. 
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CONGRUENCES DE NORMALES 

Propriete caracteristique des congruences de normales 


I. — Goiisideroiis ime surface, les coordoiinte d’lui de ses points 
dependent de deux parametres ; Tensemble des normales a cette sur- 
face depend de deux parametres, et constitue une congruence. Pour 
obteuir les developpables de cette congruence, il suffit de considerer 
sur la surface les deux families de lignes de courbure, puisque les 
normales a une surface eu tous les points d’uiie ligne de courbure 
engendrent une surface developpable. Le plan tangent a cette develop- 
pable passe par la normale (D) et par la taii- 
gente a la ligne de courbure correspondante. 

C'est Fun des plans focaux de la droite (D). 

Ainsi les plans focaux sont les plans des 
sections principales de la surface. Les 
plans focaux d'une congruence de norma- 
les soni rectangulaires. II en resulte qu’une 
congruence quelconque n’est pas eii general 
constitute par les normales a une surface. 

Gonsiderons les deux lignes de courbure 
(y) (y') qui passent par un point M de la 
surface ; a la developpable de (y) correspond 
une ai*tte de rebroussement (A) dont le plan 
osculateur est le plan focal, le point de con- 
tact F de (A) et de la droite D est un des 
points focaux. L’artte de rebroussement (A) 
est Fenveloppe de la droite (D) quand le 
point M se deplace sur la courbe (y) ; le point F est aloi's Fun des cen- 
tres de coui'bure principaux de la surface au point M. Le plan focal 
associe est le deuxieme plan de section principale FMT. On aura de 
mdme une deuxieme artte de rebroussement (A^) en considerant la 
courbe (y^ 

On verra facilement que ces proprittts des centres de courbure 
Vessiot II 
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principaux et des plans de sections principales siibsisteiit, quelle que 
soit la nature des multiplicites locales de la congruence consideree. 
Reciproqiiement^ soit une congruence constituee par les droites (D) : 

x=^ f[V^w) + um(p^w)^ ij=g{p^io)-k- u.b(v^w)^ zz=h[v,w) + ux{v^w). 

Gherchons a quelles conditions on pent choisir sur chaque droite (D) 
un point M dont le lieu soit une surface constammeiit normale a (D). 
II faiit et il suffit pour cela que Ton piiisse determiner ii eii foaction 
de u, w de fagon que : 

'Zadx = o, 

oil : 

+ uda + adu) — o. 

Siipposons que a, b, c soieiit les cosinus directeurs ; alors u represente 
la distance du point P, ou la droite rencontre le support, aii point M, 
et on a : 

S<22==i, 'Zada = o. 

La condition precedente devient, par suite : 

du 4“ 'Zadf= 0 ; 

ou : 

(i) — da = liUdf, 

Cette equation exprime que 'Ladf est une differ eniielle totale exacte ; 
or : 

'Zadf = Sa — ofu + 'La^dw ; 
la condition est done : 



Do Do DiO 


ou : 


ou enfili : 

( 2 ) , 


s — ^ 

d^W 3d 30 ’ 3iD 



Do DiO/ 
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Nous trouvons iiue coudltiou unique. Or nous avons trouve prececlem- 
ment comine condition uecessaire rortho^onalitc des plans focaiix. 
Nous sommes done conduits a comparer les deux conditions. Les 
coefficients directeurs A,B, C d’un plan focal veriHent les relations : 

(3) Afl -{” -{“ Oc 0, 



Eliminant ii entre les deux dernieres equations, nous obtenons : 


(4) 


;a 24 : 

^A — 

dr 

dr 

: a ^ 

s\ — 

dir 

Do 


Les coefricients de direction des normales aux plans foeaux sont 
definis par (3) et (4) Si nous considerons A, B, G comme coordonnees 
courantes, (3) represeute un plan passant par Torigine, (4) nn cone 
ayant pour sommet Torigine ; et les generatrices d’intersectioii sont 
precisement les normales cherchees. Exprimons que ces deux droites 
sont rectangulaires ; le plan (3) est perpendiculaire a la droite (a, 6, c), 
qui est sur le cone (4), car des conditions Sa® = i et 'Zada = o, 
on deduit : 


\a — = o, 
dr 


da 

dw 


o; 


done les deux normales sont perpendiculaires a la droite (a, b, c) \ s 
elles sont rectangulaires, e’est que le cone (4) est capable d’un triedre 
trirectangle inscrit, ce qui donae la condition : 

£2\ = o; 

\dr doj Dir dr / 

c’esl precisement la condition ( 2 ). Ainsi la condition neceamire ct 
sufjisante pour qae la congruence soil line congruence de normales^ 
dest qae les plans focaiix de chaqae rayon soient rectangulaires. 

Supposons satisfaite la condition ( 2 ). Pour obtenir une surface 
iiormale a toutes les droites de la congTuence, il suffit de calculer ii 
en fonctioii de n, ce qui se fait par Tequation (i) : elle est, par 
hypothese, de la forme ■ 

du ~ d^ip.w)^ 


d’ou : 

(5) 


u = *P(v.n}) + cte. 
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H y a done uue infinite de surfaces repondant a la question ; si deux 
points M et M' de (D) decrivent respectivemeat deux de ces surfaces, 
(S) et (S^), correspondant a deux fonctioiis, ii = PM, = PM\ 
donnees par la forinule.(5), la distance MM^ = u' — u sera une quan- 
tite constante, Les surfaces (S), (S') sout appelees surfaces paral- 
leles et une famille de surfaces par alleles adniet pour chaque 
normale memes centres de coiirhiire principaiix et mimes miiliipli’- 
cites focales ; ces multiplicites focales constituent la developpee de 
Tune quelconque de ces surfaces. 


Relations entre une surface et sa developpee 


2 . — Consideroiis une nappe de la developpee d'une surface (S). 

jj Supposons d’abord que ce 

(A) soit line surface (4>). Con- 

/ siderons une droite (D) de la 

/ congruence des normales a 

\\ / (S) ; cette droite est tangente 

\ en F k Tar^te de rebrousse- 

^ mfint (A) quiappartient a(^>) ; 

y les plans focaux associes k 

(D) sont le plan osculateur 
a (A) et le plan tangent a (^). 
Pour que la congruence soit 
^ une congruence de normales, 

^ il faut et il suffit que le plan 

y' osculateur a (A) soit normal 

a (4[>), done que (A) soit une 
geodesique de (^). La con- 
/ gruence des normales a la 

/y surface (S) est constituee par 

les tangentes d une famille 
* de geodesiques de sa deve- 

loppee Et reciproquement les tangentes d une famille de oc^ 
geodesiques dune surface quelconque (^) constituent une con- 
gruence de normales. 

SoitM le point ou la di'oite (D) coupe la surface (S); lorsque la droite 
(D) enveloppe Tarete de rebroussement(A), le point M decrit une ligne 
de coiirbure (y) de (S). A chaque point M de(S) correspond un point F 
de (^) ; il y a correspond ance point par point entre les deux surfaces ; 
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a la famille de li^iies de coiirbure (v) de (Sj coin-espoiid uae Famille 
de g-eodesiques de 

Voyons maintenaxit les courbes de contact (C) de (<i>) ; considerons 
la tang-ente FO a (G), c’est la caract^ristique du plan tangent a (<l>) 
lorsque le point M decrit (y) ; or ce plan tangent a (<3>) est le deuxieme 
plan focal, c’est le plan perpendiculaire au plan FMT passant par FM, 
c’est done le plan normal a (y) au point M. Done F6 est la caracteris- 
tique du plan normal a (y), c’est la droite polaire de (y). Les courbes 
de contact de {^) sont les courbes tangentes aux droites polaires des 
differents points des courbes (y). F0 etant dans le plan normal a (y) 
rencontre la tangente a la deuxieme section principale ; elle passe au 
centre de courbure geodesique de (y) sur (S). 


Surface Canal 


Supposons que Tune des nappes de la developpee se reduise a une 
courbe (cp). La droite (D) rencontre (cp) en Fun des points focaux F. 
L’une des developpables passant par (D) 
est un c6ne de sommet F ; Tune des lignes 
de courbure (y) de (S) passant par M est 
situee sur ce edne de sommet F. Or (y) est 
constamment normale a D, c’est done une 
trajectoire orthogonal e des generatrices du 
c6ne ; e’est-a-dire I’intersection de ce edne 
avec une sphere de centre F. Cette sphere 
en chaque point M est normale k la droite 
(D) ; elle est done tangente a la surface (S) 
tout le long de la courbe (y). A chaque 
pont F de (cp) correspond une sphere 

ayant ce point pour centre et tangente a (S) tout le long de la ligne de 
courbure correspondante. Done une surface (S), dont une nappe de la 
developpee est une courbe^ est Venveloppe d’line famille de spheres 
dependant d'un parametre. Nous appellerons une telle surface une 
surface canal ; on reserve cependant quelquefois ce nom aux enve- 
loppes de oo^ spheres %ales. La r^ciproque de la proposition pr6c6- 
dente est vraie, comme on le verra plus loin. 

La courbe (y) est alors I’intersection d’une sphere avec une sphere 
infiniment voisine ,* c’est un cercle. Le cone F est de revolution, I’axe 
de ce c6ne est la position limite de la ligne des centres, c’est la tan- 
gente Fk a (o). Considerons la tangente MT a (y) : MT, tangente en un 
point du cercle, est oi'thogonale k Fm ; Fn est done dans le second 
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plan de section principale. Les cojigpuencen considerees sonf done 
formees des generatrices de oc^ ednes de revolution^ dont les axes 
soni tangents a la courbe lieu des sojnmets de ces ednes. Et recipro^ 
qaement foute congruence ainsi constitiiee est une congruence de 
normales^ car les plans focaux sont les plans tang*ents et les plans 
m^ridiens de ces ednes, et sont par consequent rectan^ulaires. 

Cyclide de Dupin 

Voyons si les deux nappes de la developpee peuvent se reduire 
a deux courbes (c) et (c'). Les developpables de la congruence sont les 
cones ayant leur sommet sur Tune des courbes et passant par Tautre. 
Tous les ednes (F) de revolution doivent passer par la courbe (9')^ 
Cette courbe (o') est telle qu’il passe par cette courbe une infinite de 
cones de revolution ; de meme (9). Done (9), (9') ne peuvent dtre que 
des biquadratiques gauches on leurs elements de decomposition. Mais 
aucune de ces courbes ne pent etre une biqiiadratique gauche, sans 
quoi par une d'elles passeraient qiiatre cones du deuxieme degre seu- 
lement. 

Voyons si Tune d’elles pent dtre une cubique gauche ; les ednes du 
deuxidme degre passant par une cubique gauche (o') ont leurs som- 
mets sur (9) : les deux courbes (9) et (9') seraient done confondues. 
Examinons alors s’il pent exister des cubiques gauches telles que les 
ednes du deuxieme degre qui les contiennent soient de revolution. 

Un tel edne aurait pour axe la tangente F?z ; 
or il contient cette tangente, done il se decom- 
poserait. Ainsi ni (9), ni (9^, ne peuvent dtre 
des cubiques gauches. 

Supposons alors que (9') soit une conique ; 
le lieu des sommets des ednes de revolution 
passant par cette conique est, comme Ton sait, 
une autre conique, qui est la focale de la pre- 
miere. ILy a rdciprocite entre ces coniques, et 
les ednes de revolution ont pour axes les tangentes aux focales. Done 
les droites rencontrant deux coniques focales Vune de V autre consti~‘ 
tuent une congruence de normales. Les surfaces normales a ces 
droites s'appellent Cy elides de Dupin. Leurs deux systemes de lignes 
de courbure sont des cercles. 

Cas particuliers. — Supposons en particulier que (9') soit un 
cercle ; alors le lieu des sommets des ednes de revolution passant 
par (9') est Faxe (9) de ce cercle, et nous voyons que toutes les droites 
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qui sappuient sur an cercle (9'; H stir son </,/•/> ('^) sont norraales 
a line fcimille de surfaces. Ces surfaces soiit des lores de revolution 
autour de Taxe (c), le lieu du centre du cercle meridien etant le 
cercle (9'). 

Supposons que if) soit uue droite : la surface est Tenveloppe d’uue 
famille de spheres ayaut leurs centres sur cette droite. G’est line sur- 
face de revolution autour de ('/j ; la premiere nappe de la developpee 
est la droite (9'j, la deuxieme est engendree par la rotation de la deve- 
loppee de la meridienne principale ; pour que ce soit une courbe, 
il faut que la developpee soit un point, done que la meridienne soit 
un cercle, et nous retombons sur le cas du tore* 


Gas singulier 

Gherchons eiifin si les deux nappes de la developpee peuvent etre 
confondues. S’il en est ainsi, les deux families de lignes de courbure 
de la surface (S) sont confondues : e'est le cas des surfaces reglees a 
generatrices isotropes. Les deux nappes de la developpee se redui- 
sent, pour ces surfaces, a une seule courbe, comme on le verra au 
paragraphe suivant. 


Etude des surfaces enveloppes de spheres 

3. — Nous avons amends, en discutant la natui'e de*la d6velop- 
p4e d’une surface, a considerer les surfaces enveloppes de spheres. 
L’etude de ces surfaces va nous conduire maintenant aux reciproques 
des proprii^t^s precedentes. 

Gonsid^rons une surface (S), enveloppe de 00^ spheres (S). Chaque 
sphere coupe la sphere infiniment voisine suivant un cercle, et les 
normales k (S) en tons les points de ce cercle passent par le centre de 
la sphere. Le lieu des centres des spheres est une courbe rencontr^e 
par toutes les normales a (S), e’est une des nappes de la developpee. 
D’autre part, la sphere (S) ^tant tangente a la surface (S) tout le long 
du cercle caract^ristique, ce cercle est une ligne de courbure de la 
surface (S), d’apr^s le Th^oreme de Joachimsthal. Les surfaces enve- 
loppes de spheres ont une famille de lignes de courbure circulaires. 
Reciproqnement^ toute surface ayant une famille de lignes de cour- 
bare circulaires est une enveloppe de spheres. Consid^rons en effet 
une ligne de courbure circulaire (K) ; toute sphere passant par (K) 
coupe la surface (S) sous un angle constant, d'apr^s le Thdoreme de 
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Joachimsthal. Or il existe une sphei'e passant par (K) et tangente a (S) 
en Tun des points de ce cercle ; cette sphere sera alors tangente a (S) 
en tons les points du cercle (K), et toute ligne de courbure circulaire 
est courbe de contact d’une sphere avec la surface. La surface est Ten- 
veloppe des spheres ainsi determinees. 

Soit (a, b, c) le centre et r le rayon de Tune des cjo^ spheres considc- 
rees \ r sont des fonctions d’un meme parametre. 

La sphere a pour equation : 

(x — af 4- — hf 4- (ir — = o ; 

la caracteristique est definie par cette equation et par Tequation 

(x — d)da 4- [y — b')db 4- (- — d)dc 4- rdr = o. 

On verifie bien que c’est un cercle dont le plan est perpendiculaire a la 
direction da^ db^ dc, de la tangente au lieu des centres des spheres. 

Nous venons de considerer les surfaces dont une famille de lignes 
de courbure est constituee par des cercles. Voyons si les deux families 
de lignes de courbure peuvent ^tre circulaires. La surface correspon- 
dante pourra etre consideree de deux fagons diff^rentes comme Tenve- 
loppe de 00 ^ spheres. Les deux nappes de la developpee seront des 
courbes. La surface est done une Cy elide de DapirX ; et ceci va nous 
fournir, pour lY'tude de cette cyclide, un point de vue nouveau. 


Correspondance entre les droites et les spheres 

Les droites et les spheres sont des elements geom6triques qui depen- 
dent de quatre para metres. Ge fait seul permet de prevoir qu’il y aura 
une correspondance entre Tetude des syst6mes de droites et celle des 
system es de spheres. Cette correspondance trouve son expression ana- 
lytique dans une transformation, due a Sophus Lie, que nous expo- 
serons plus tard. Mais nous la verrons se manifester auparavant dans 
diverses questions. G’est ainsi que Ton peut considerer dans la geo- 
m6trie des spheres les enveloppes de cao^ spheres comme correspondant 
aux surfaces reglees, lieux de oo‘ droites ; la cyclide de Dupin corres- 
pond alors aux surfaces doublement r^glees, done aux surfaces reglees 
du second degre. Nous allons voir Tanalogie se developper dans 
r^tude qui suit. 

Soit (S) une sphere de la premiere famille, (S') une sphere de la 
deuxieme famille, (S) touche (S) suivant un cercle (K), S' touche (S) 
suivant un cercle (K'), La surface (S) etant engendree par le cercle (K) 
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ou par le cercle (K'), il en resuUe que ces deux cercies out au inoijjs 
un point commiin M ; soient 0, O' les centres ties spheres (S) (1'), 
OM et O'M sont normales aux spheres (S) (S') et par suite normales 
en M a la surface. Done elles coincident, 0, M, 0' sontsur une mSme 
droite ; les spheres iS) (S') sont tangenles en M. Une sphere de Time 
des families esf langente a une sphere qiielconque de V autre 
famille (A rapprocher de : Deux generatrices de systemes differents 
d’une quadrique se rencontrentV 

Considerons trois spheres fixes (S), (SJ, (Sg) d une des families. 
Elles sont tangentes a toutes les spheres de Tautre famille, et par 
suite la surface esf renveloppe des spheres tangentes a frois spheres 
fixes. (Une quadrique est le lieu d’une droite rencontrant trois droites 
fixes). Les trois spheres (S), (S^), (So) se coupent en deux points qui 
peuvent etre consideres comme des spheres de rayon nul tangentes a 
(S), (S^), (Sgj ; done il y a deux spheres de rayon nul dans chaque 
famille de spheres enveloppees par la cvclide. Les spheres de Tautre 
famille devant etre tangentes k ces deux spheres de rayon nul passent 
par leurs centres. Ces deux points sont sur le lieu des centres des 
spheres, done sur les coniques focales ; si done nous considerons les 
deux coniques focales, les spheres (Tune des families ont leurs cen- 
tres sur rune des coniques et passent par deux points fixes de Fan- 
tre^ symefriques par rapport au plan de la premiere. Il est alors 
facile, avec cette generation, de tx'ouver Tequation de la cvclide. 


Equation de la Cyclide de Dupin 


I® Supposons d’abord que Tune des coniques soit une ellipse, par 
exemple : Tautre est une hyperbole. Prenons pour axes ojr, oy les axes 
de Tellipse, dont Tequation, 
dans son plan, est ; 

(E) .S+g-«=o. 


L’hyperbole focale est dans 
le plan ^ = o. Elle a pour 
equation, dans ce plan, . 


(H) 




I = o. 


— IP (p 

Un point to de Fellipse (E) a pour coordongees : 
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x=zacoso^ i/=bsmrs, 5 = 0 . 

Soil, sur I’hvperbole (H), les points fixes A et A' definis par les 
formules : 

.ro, I/O = o, V = 6® — * )• 

Uequation d’une sphere ayant pour centre w, et passant par les 
points A et A' sera : 

(x — a cos + (1/ — b sin 9)2 -f z= (j?o — cos 9)^ + b^ sin® 9 + 



ou : 

*51?® + + -T® — 2 «.r cos 9 — 2bi/ sin 9= j?o® -i- 6® — 2<7a?o cos 9 ; 

ce qui s’ecrit : 

2a (x — X{j) cos 9 + 2by sin 9 = a?® /y® + 5® + 6® — » 

en posant, suivant Tusage, 


c® = ^® — i®. 

L’equation de la sphere ( 2 ) est ainsi de la forme 
A cos 9 + B sin 9 = C ; 

et Tequation de Tenveloppe, qui exprime que I’equation precedente a 
une racine double, est, par suite, 

A® +- B® = G®. 

Done la cyclide a pour Equation : 

4«®(a; — X(,y 4- + 6* — • 

2® Supposons maintenant qu’une des coniques soit une parabole. 
L’autre est aussi une parabola. Prenons pour Ox et Oy Taxe et la 
tangente au sommet de Tune de ces paraboles ; les equations de ces 
deux coniques sont : 
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(P) r = o, //- = '>poo, 

I P'l ij =z o, .7*- 4- r’ = {x — [if. 

Le centre C de la sphere sur la para- 
bole P a pour coordonnees : 

.7* = 2/)/.-, ij z=i 2p\ r = o. 

Les points Hxes A et A' sur la pai*a- 
bole (P') sont definis par les formules : 



i'o = o, — p)- — ■ 


L’equation de la sphere est : 


{x — 7,p\^Y + {y— + kp^')? + (a;„— p')2— .r„», 


ou : 


• 3 ?- + — {>*0 — pf — 4/% — kp{x— . ro ))” = 0 ; 

et Tequation de Tenveloppe, c’est-a-dire de la cyclide, est : 


[X^ 4- ^2 + 5:2 _ _ p)21 4. py 2 — (y^ 

La surface, qui est en q’^neral du quatrieme ordre, est ici du troi- 
sieme seulement. 


Surface canal isotrope 


Parmi les surfaces re^lees, nous avons consid^re les surfaces deve- 
loppables, ou chaque generatrice rencontre la g^en^ratrice infiniment 
voisine. Le cas correspondant pour les enveloppes de spheres sera 
celui ou chaque sphere esf tangente a la sphere injininient voisine. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le plan radical des deux 
spheres leur soit tangent. 

Soit la sphere : 

(1) {x — af ^-{y — bf 4- (^ — cf — = o. 

Le plan radical de cette sphere et de la sphc'^re infiniment voisine est : 

(2) {x — d)da + {y — b)db 4- — c)dc 4- rdr = 0 ; 
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pour qu’il soit taiiq'eiit a la sphere (i), il faut et il suffit que le carre 
de sa distance au centre (a, b, c) soit eg*ale a r®, done que : 

ou : 

( 3 ) da^ + db^- + dc^ = drK 

Cette condition exprime que le rayon r est egal, au signe pres, a 
Tare H de la courhe (C), lieu des centres des spheres, cet arc etant 



compte ^ partir d’une orig’ine arbitraix'e, Comme r ne figure, dans 
I’equation (i), que par son carr6, on pourra adopter la solution r = .s‘. 

Gherchons le point de contact de la sphere avec la sphere infiniment 
voisine. C’est le pied de la perpendiculaire abaissee du centre sur le 
plan tangent ( 2 ) : ses coordonnees satisfont done aux equations : 

.r — a // — b r — c — rdr _5_ , 

da db dc dd^ dr ds ' 

d'ou : 

x=a — = a — SOL, y=-b — .9^5 z — c — 

a, Y etant les cosinus directeurs de la tangente. On obtient ainsi le 
point I, qui decrit une developpante (T) de la courbe (C). 

^intersection d’une sphere avec la sph^ire infiniment voisine n’esl 
autre que I’intersection de cette sphere avec un de ses plans tangents : 
c’est un couple de droites isotropes se coupant au point I. V eiweloppe 
86 compose de deux surfaces reglees a generatrices isotropes. Nous 
I’appellerons une surjace canal isotrope. Reciproquement une surface 
reglee a generatrices isotropes est une nappe de Venveloppe dune 
famille de spheres dont chaciine est tangents a la sphere infiniment 
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voisine. (Jon side roiis, en ett*et, line g*entn*a trice iso I rope (D) d'liiie telle 
surface (S). Par cette g’eneratrice isotrope (D) passeiit une infinite de 
spheres ; ces spheres contiennent la droite (D) et le cercle imag-inaire 
a rinfini, ce qui doune sept conditions : elles dependent de deux para- 
metres arbitraires. Si nous imposons a une telle sphere la condition 
d'eti‘e tan^ente a la surface consideree (S) en deux points a distance 
finie de la droite (D), elle sera enticrement determinee; mais de plus 
elle est tang’ente a la surface ( S) au point a Tinfini sur (D). Done cette 
sphere (^) se raccorde avec (S) tout le lon^ de la g-eneratrice (D). La 
surface (S) fera partie de Tenveloppe de ces spheres. De plus, la sphere 
(S) ayant en commun, avec la sphere infiniment voisine, une g^enera- 
trice (D), lui sera tangente en deux points de cette generatrice : Tun 
deux, I, sera a distance finie. 

Sur une telle surface (S), les deux systemes de lignes de courbiire 
sont coufondus avec les generatrices isoti'opes ^ch. Ill, § 7, p. 5 ij. Les 
deux nappes de la developpee sont confondues avec la courbe (G) ; car 
les uormales k (S;, aiix divers points d’une meme generatrice isotrope 
(D), vont passer par le centre co de la sphere (S) correspondante. La 
courbe (F) joue ici un role analogue k Farete de retroussement des 
surfaces developpables. En efiet, pour une developpable, il y a uu 
element de contact (point de Farete de rebroussement et plan oscula- 
teur en ce point) commun k une generatrice et a la generatrice infini- 
ment voisine. Ici, e’est F^lement de contact constitue par le point I et 
le plan tangent a la sphere en ce point, plan normal a Iw, qui est com- 
mun a la sphere (S) et a la sphere infiniment voisine. 

Le point lest un ombilic de la surface (S). Gar, d’api'es ce qui vieut 
d’etre dit, le lieu (F) des points I est normal alco, et a pour developpee 
le lieu (G) des centres to des spheres fS). Done co, centre de courbiire 
pidncipale double en tout point de (D), est encore, en I, centre de cour- 
bure normale de (F), puisqu’il est sur la normale a la surface et sur 
la surface polaire de (F). Des lors, toutes les courbures normales sont 
egales en I ; et I est bien un ombilic. 

Pour Fenveloppe des spheres (^), la ligne (F) est une ligne double, 
e’est un lieu d’ombilics pour chacune des deux sui'faces (S), dont elle 
se compose, et qui sont tangentes en tout point de cette ligne. Nous 
Fappellerons la ligne oinbilicale de la surface canal isotrope. 


Bandes de courbure et bandes asyjnptotiques 

4. — Gonsiderons une surface (Sq) et une ligne asymplotique. Les 
tangentes a cette ligne en chacun de ses points engendrent une d 6 ve- 
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loppable, et relemeiit Je contact commun a uiie g'eneratrice et a la 

^eneratrice iufinimeiit voisine, comprenant 
un point de la lig-ne et le plan osculateur, 
qiii esL tang‘ent a (Sq), est un element de 
contact de (Sq). 

Gonsiderons, de meme, une li^ne de 
courbure(r) d’une surface (S<j) : la iiormale 
a cette surface, aux divers points I de (F), 
engendre une dcveloppable. Soit (C) Farete 
de rebroQssement, 0 le point de contact 
avec la normale ; 01 est egal a Fare de (G). 
Si done nous considerons les spheres de centres 0 et de rayons 01, 
chacune de^’ces spheres touche la sphere infiniment voisine, et Fele- 
ment de contact [I, (P)], commun a ees deux spheres, est un element 
de contact de lafsurface (Sq). 

Appelons sphere de coarbiire de (S<,) toiite sphere ayant pour 
centre un centre de courbure principal et pour rayon le rayon de 
courbure principal correspondant. Nous voyons que : 

Les spheres de courbure de (S„) qui correspondent a une m^me 
ligne de courbure (F), envetoppent une surface canal isotrope^ 
aganf (F) pour ligne ombilicale. 

Reciproquemenf, si une surface canal isotrope est circonscrite 
a la surface (Sy) le long de sa ligne ombilicale (F), celle-ci est ligne 
de courbure pour (Sq.), car les normales communes a (Sq) et a (S), 
aux divers points I de (F), enveloppent le lieu des centres 0 des sphe- 
res (^) qui out (S) pour enveloppe. De plus, les spheres (2) qui enve~ 
loppent la surface (S), sont les spheres de courbure de (Sy), qui cor- 
respondent a la ligne de courbure (F} ; car le centre 0 de chacune 
d’elles.est le point de contact de la normale 10 avec le lieu de ces 
centres. 

Les choses s’enonceiit d’une maniere plus nette eii substituant a la 
notion de courbe la notion de hande ou bandeau d’elements de contact. 
Une band© esl, par definition, formee de c5c* . elements de contact 
appartenant a une memo multiplicite [ch. VI, | 3] ; le lieu des points 
de ces elements de contact est une courbe, et les plans de ces elements 
de contact sont tangents a la courbe aux points correspondants. Une 
bande appartenant a une surface est form(l‘e des points d’une courbe 
Iracee sur la surface, associes aux plans tangents a la surface en ces 
points. Elle est formee, eu d’autres termes, des elements de contact 
communs a la courbe et ti la surface. 

On appellera bande de rebroussement d’une surface developpable 
le lieu des elements de contact communs k chaque gdndratrice et a la 
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c^eiieratrice iufiriimeiit voisiiie. Et 011 appellera bancle ombilicale 
d'uiie surface canal isotrope le lieu des elements de contact commuiis 
a chacuue des spheres inscrites a la surface et a la sphere infiuimeat 
voisiue. 

Appelons de meme bande asymptotique^ bande de coiirbare les 
lieux des Elements de contact d'une surface qui appartienneut, respec- 
tivement, a une ligne asymptotique, et a uue ligne de coiirbure de 
cette surface. Et nous pourrons euoncer les resultats precedents : 

Une bande asymptotique d' une surface est la bande de rebroiisse-- 
ment dune developpable ; une bande de coiirbure dune surface est 
la bande ombilicale dune surface canal isotrope, Reciproquement : 
toute bande de rebroiissement dune developpable^ qui appartient 
a une surface (S^), est bande asymptotique de (Sg)/ toute bande 
ombilicale dune surface canal isotrope, qui appartient a une sur^ 
face (Sg), est bande de coiirbure pour (Sg). 

On voit ainsi, en particuliei% qu’au point de vue de la correspoii- 
dance entre droites et spheres, les lignes asymptotiques correspondent 
aux lignes de courbure. 

Remarques. — Sur chaque element de contact [M, (?)] d’une 
bande, il y a deux elements lineaires a considerer, un element 
lineaire etaiit forme d’un point 
et d’une droite passant par ce 
point. Ce sont : V element lineaire 
tangent forme du point M de 
Telement et de la tangente (T) 
a la courbe qui sert de support 
a la bande, courbe qu'on pent appeler simplement la courbe de la 
bande ; et Y element Lineaire caracieristique forme du point M et de 
la caracteristique (K) du plan (P), c*est-a-dire de la gen^ratrice recti- 
ligne de la developpable enveloppee par les plans (P), ou develop- 
pable de la bande. Ces deux elements lineaires sont correlatifs, au 
point de vue de la dualite ; une bande est correlative d’une bande. 

Dans une bande asymptotique^ les elements lineaires tangent 
et caracteristique (T) et (K) sont confondns pour tout element de 
contact de la bande el reciproquement : dans une bande de courbure. 
Us sont rectangalaires et reciproquenYent. Les termes de bande 
asymptotique et de bande de courbure out done un sens par eux- 
mtoes, sans supposer une surface (Sg) ^ laquelle appartieinie la 
bande consideree. 

Si la bande de rebroiissement est donnee, la developpable corres- 
pondante est la developpable de la bande. Si la bande de courbure est 
donnee, sa courbe (y) est ligne d^ courbure de la developpable de la 
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bande ; et la sariare caual isotrope doiit la baiide ombilicale se coii- 
foud avec cette baiide de courbure est Tenveloppe des spheres dc 
courbure de la developpable, construites aux divers points M du sup- 
port de la bande. Lea termea : bande ombilicale^ bande de courbare^ 
sont done equivalents ; de m^me qiie ceux de bande asymptotiqne et 
bande de rebroiissement. 

Remarquoiis encore que, si Ton se donne line bande de courbure, 
la sphere de courbure qui correspond a iiu element de contact [M, (P)] 
de la bande est definie par la condition d'admettre [M, (P)] pour un 
de ses elements de contact et d’avoir son centre sur la droite polaire 
de la courbe (y) lieu des points M (Voir | 2 et | 3). Cette seconde 
condition exprime que la sphere a avec (y) un contact du second 
ordre ; de meme que dans une bande asymptotique chaque plan (P) 
est osculateur a (y). G’est done une uouvelle analogue entre les bandes 
de courbure et les bandes asymptotiques. 


Lignes de courbure des enveloppes de spheres 

5. — Nous counaissons deja une des families de lignes de courbure, 
celle qui est constitiiee par les caracteristiques des spheres. Determi- 
nons la deuxieme lamille. 



Soit (C) le lieu des centres des spheres (S) considerees. Exprimons 
les coordonnees x> z d’un de ses points en fonction de Tare (s ) ; 
Tune des spheres de centre w rencontre la sphen'e infiniment voisine 
suivant un cercle (K) dont le plan est normal a la tangente coT. Intro- 
duisons le triedre de Serret, construit au point w de la courbe (G), et 
definissons par rapport a ce triedi'e les coordonnees d’un point M de la 

surface, e’est-a-dire du cercle (K). Appelons 6 Tangle To>M : cet angle 
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est le meme pour tous ies points tin cercle (K). Projetoiis M eii P siir 
lo plan normal, et soil rang-Ie (wX, wP) de ojP avec wN, compte posi- 
tivement de wX vers ct>B. Les coordonnees de M par rapport an tricdre 
de Serret sont, en appelant o le rayon de la sphere (S), 

(1) ^ ^ r? ^ ^ ?* 

Par rap[)ort a un systeme d'axes qiielconques, ces coordonnees 
sont, 

(2 ) X = .r + x; + x'v, + x’Z, Y = y + b- + b'r^ + 

Z = 5 -}- cH c't, -j- c'Z. 

Ecrivons qiie (Kj est le cercle caracteristique de la sphere (^) : ce 
cercle a pour equations : 

i: (X — f = o, 

:i:a(X — a-) + p^= o. 


En supposant que le triedre de coordonnees coincide avec le triedre 
de Serret, la deuxieme equation devient : 


c’est-a-dire : 


V , dp 


a I 

p COS a + p — = o, 
as 


fi dp 

cos 9 = — . 

ds 


L'angle 0 est aiiisi defini en fonction de s; et la surface enveloppe 
des spheres ( 2 i) est, des lors, representee par les equations (2), an 
moyen des parametres s et cp. 

Gherchons ses lig*nes de courbure. Ge sont les trajectoires orthogo- 
nales des cercles (K), definis par 5 = c^®. La tangente a ime courbe 
quelconque passant par M a pour coefficients directeurs : 


dX=zxds + V^(h 

rl 


— r, j ds + Z^ds xdH + a'dr, + x’cK,, 


dY = ..., dZ = 


Vessiot 


12 
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Ell prenant de nouveau le triMre de Serret pour triMre de coordon- 
nees, ces coefficients directeurs deviennent : 

(1— + + + _|-c& + 

Pour la taiii^-ente au cercle (K), ds = o, et les coefficients direc- 
teurs sont : 

0; = o, or, = — rj sin 9 sin c 8s = 0 sin 0 cos o ^9. 

La condition qui definit les trajectoires orthog*onales des cercles (K) 
est done : 

— + -|- ^ «*>• + d siu o + 1^— A f/s + c?sj cos !p= o. 

Elle devient en remplagant */i, ^ parleurs valeurs (i) : 

0 cos 9 • ^ , P sin 0 7 -a 7 

' — - — sm 9 ds + — P 

R 1 

ou : 

r, V df If cotff 6, sin y 

R 

C’est une equation de la forme ^ = A sin 9 + B. 

Si on prend comme fonction inconnue tg* , on est ramene d une 
equation de Biccafi, 

L’angle 9 est Tangle du rayon IM avec un rayon origine, determine 
pour chaque cercle (K). On conclut done, en raisonnant comme au 
Gh. VI, § 4 » p. 14I9 que quatre lignes de coiirbure non circiilaires 
dune enveloppe de spheres coiipent les cercles caracteristiques en 
quatre points dont le rapport anharmonique est constant. Nouvelle 
analogic avec les lignes asymptotiques d'une surface reglee. 

On obtient les simplifications habituelles si on connait a priori 
une ou plusieurs int^grales de Tequation. Ainsi, si on considere une 
enveloppe de spheres (iil) ayaut leurs centres dans un plan, tons les 
cercles caracteristiques sont orthogonaux a la section de la surface 
par ce plan, qui est alors une ligne de courbure. La determination 
des lignes de courbure se ramene dans ce cas k deux quadratures. 

Remarque i. — La recherche des trajectoires orthogonales de 00 ^ 
cercles^ engendrant une surface cerciee quelconque, conduit aussi a 



CONGRrENCES DE NORMALES 


179 


uiie equation cle Riccati, comme nous allons ie voir. Soient 
les coorcloiiriees du centre I de I’un quelconque des cercles consideres, 
et po son rayon ; soient a, y les cosinus directeurs de son axe IT, qui 
ue sera pas ici, en g-eneral, tang-ent a une courbe fixe (C) ; soient enfin 
yj, y' ; -f les cosiiius directeurs de deux directions IT\ IT^', 

choisies de maniere que le triedre I.TTT" soit un tri^dre trirectang’le 
direct. Si on designe par 9 Tangle (IT', Dl) de IT' avec un rayon 
quelconque IM du cercle, compte positivement de IT' vers IT", les 
cosiniis directeurs de ce rayon IM sont : 

( 5 )a^^=x cos c + a"sinc, ^0 = coso -j- ^S"sin^, Yo=v'cos9+ y'^sinc; 
et les equations de la surface cerelee peuvent s’ecrire : 


(6) X = j:*u + po^U’ ^ — ^0 + Por'o’ Z == Sq + poyoi 

-0; po; ^5 etant des fonctions d’un meme 

parametre t. Lorsque t varie, le tiedre I.TT'T" se deplace, et il sera 
commode d'inlerpreter ce deplacement an point de vue cinematique, 
eu considerant t comme la mesure du temps. 

Cherchons les composantes d’un deplacement infinitesimal : c/X, dY, 
dZ^ sur la surface, relativement aux axes IT, IT', IT", Dans le caleul 
s’introduisent les composantes sur les memes axes de la vitesse du 
centre I, et de la rotation instantanee du triMre, que nous d^signe- 
rons par les notations : 


(7) 




P = 


^ ,/C[a' ‘ 


dt ’ 


7 = 


d(f" 

dt 




dt 


La sommation s’etend aux lettres x, y ; ic, r. Nous obteiions 
les formulas : 


( U = SarfX = [Wq + po [q sill o — rcos cp)] dt^ 

(8) J V == 2 a'rfX= (wu — po p sin c) dt + cos cp. rfpo — po sin cp rfcp, 
( W = 'ZaP dK={iO{i + po/> cos 9) dt + sin 9. c/po + po cos 9 <^9, 

qiTil serait facile de deduire directement de la tWorie du mouvement 
relatif. 

Si on exprime que ce deplacemeiit (8) est normal au d^placement sur 
le cercle generateur, qui a pour composantes, sur les memes axes, 
0, — sin 9, cos 9, on obtient la condition qui d6finit les trajectoires 
orthogonales cherchees : 
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Oil verifierait sails peine que Pequatioii ( 3 ) trouvee an Ch. VI, § 3 , 
pour les trajectoires d’uiie famille de cercles dans iiu plan, est uii cas 
parti culier de celle-ci. 

En prenant, comme alors, pour inconnue tg*-^ , on ramfenera cette 

equation (9) a la forme d’une equation de Riccati ; et, comme alors, 
on pourra conclurede la, en particulier, que les trajectoires orthogo- 
nales (Tune famille de cercles etablissent entre les points de deux 
quelconqiies deces cercles line correspondance homographique. 

Remarque 2. — Du calcul, fait plus haut, pour arriver aux equa- 
tions parametriques d’une enveloppe de spheres, on conclut que, pour 
que oc^ cercles soient les cercles caracteristiques de oc* sphei'es, il faut 
et il suffit : que leurs axes engendrent une surface developpable ; 
2*^ que, si on definit alors chacun de ces cercles par Tintersection d’une 
sphere ayant pour centre le point de contact w de Taxe du cercle avec 
la courhe (G) que cet axe enveloppe, et d’un demi-cone de revolution 
ayant son sommet au meme point 6), Tare s de (G), le rayon p de cette 
sphere, et Tangle 6 que fait la direction positive de la tangente a (G) 
avec les generatrices de ce demi-cone soient lies par la formule ( 3 ); 
e’est-a-dire par la condition : 

(10) d/p -f cos 6. ds = o, 

qu on retrouverait, du reste, en appliquant a coM la formule generale 
sur la variation d’un segment de droite [Gh. V, | 6]. 

Mais on pent remplacer ces conditions par une autre. Remarquons, 
en effet, que le cercle caracteristique d’une sphere variable : 

(i i) :£ (X — xf — p^ = 0, ^(X — x) dx pc/p = 0, 

rencontre le cercle infiniment voisin aux deux points qui sont definis 
par ces equations (i i) et Tequation obtenue en diflP^rentiant la seconde. 
Et cherchons k exprimer qu’un cercle variable quelconque, represente 
par les Equations (6), rencontre effectivement en deux points son cer- 
cle infiniment voisin. 

Les points de rencontre de ce cercle avec le cercle infiniment voisin, 
s’il y en a, sont definis par les Equations dX = dY = d/Z = 0, 
e’est-a-dire par les equations ^quivalentes U = V = W = 0. Elimi- 
nant Tinconnue auxiliaire d/cp, on obtient done, pour determiner ces 
points, les deux equations : 

(12) r cos cp — y sin c — -^ = 0, Vq cos cp + Wq sin 0 + o. 

Po 
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On en dMuirait Facilement la coiiclitioa exprimant queces equations 
ont, en tfir — , une solution commune : 


(ypo^ — "o/fo)' + (^po ^ + "oi’o )'= (yi’n + riOtOW- 

C’est la condition pour que chaque cercle rencontre le cercle infini- 
ment voisin en un point, c’est-a-dire pour que les cercLes consi- 
deres aient une courbe enveloppe. 

Pour qu’il y ait deux points communs, il faut et il suffit que les 
equations (12) soient identiques. Cela donne d’abord la condition : 


qvQ + rw^ = o. 

En tenant compte des formules (7), cette condition s’ecrit : 


SaWjr*o 



-r)(dy,.clv 


ch,.d^f) = 


dX(i dy^ dso 
doL d^p r/y 


Elle exprime done que Taxe du cercle entendre une developpable, 
ce qui est la premiere des conditions enoncees plus haut pour les cer- 
cles gen^rateurs d’une surface canal. 

Cette condition 6tant supposee remplie, nous reintroduisons les 
notations du debut du paraa^raphe, et les coordonn^es x^y^ z du point 
de contact w de Taxe du cercle avec son enveloppe (C) ; en posant : 


(i3) /i = <i)I = p cos 6, 

nous avons alors, successivement : 


Xo = X + Aa, yQ = y + hp, 5^ = 5 -f Ay ; 

dx^ = ciL{ds 4- dh) + Arfa, = • . . , ds^ = . . , ; 

n^di = ds + dk, y® = ^^^0 -= — hq ; 


de sorle que les equations (12) deviennent : 

r cos <p — q sin 9 — =0, r cos cp — y sin o -f- = 0. 

La condition d’identit^ de ces equations se reduit done k*: 


hijds -{- dh^ 4“ po(/po — O; 
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ce qui, en observant que : 

*4“ po~ hclh po^Po = P^P' 

s’ecrit : 


hclii -f- = o- 


II ne reste plus qu’a remplacer h par sa valeur (i3), pour retrouver la 
condition ( 10 ), qui achcve, d’apres ce qu’oii a vu, de caracteriser les 
cercles caracteristiques de oc^ spheres. 

Nous concluons done que la condition necessaire et suffisantc pour 
que 00 * cercles engendrent une surf ace canal, ou, dune maniere plus 
precise, pour qdils soient les cercles caracteristiques de 00 ^ spheres, 
est que chacun deux rencontre en deux points le cercle infiniment 
voisin , 


Gas ou une des nappes de la d^veloppee 
est une d^veloppable 

C. — Nous venons de consid6rer le cas ou une des nappes de 
la d^veloppee d’une surface est une courbe. Correlativement, conside- 
rons maintenant lecas ou une des nappes de la developpee est une sur- 
face d^veloppable. Alors les plans tangents k cette d6veloppable consti- 
tuent une des families de d^veloppables de la congruence ; un tel plan 
(P) coupe la surface suivant une courbe normale ^ toutes les droites de 
la congruence situees dans ce plan et qui sera une ligne de courbure . 
En tout point de cette ligne, la normale k la surface est dans le plan 
(P). Done le plan (P) coupe orthogonalement la surface (S) tout le 
long de la ligne de courbure. 

R^ciproquement, si une surface coupe orthogonalement une famille 
de plans, ses sections par ces plans sont des 
lignes de courbure, d’apr^s le Th6oreme 
de Joachimsthal, et ces plans, constituant 
une des families de d^veloppables de la 
congruence des normales, enveloppent une 
d^veloppable, qui est une des nappes de la 
d^velopp6e de la surface. 

Gonsid^rons la deuxi^me ligne de cour- 
bure passant par un point M de la surface ; 
sa tangente MU est perpendiculaire k la 
tangente MT k la premiere ligne de cour- 
bure. et k la normale MN k la surface ; ces 
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deux droites etaut dans le plan (P), MU est perpeudiculaire au plan 
(P). Les lignes de courbare dp ladeiixieme famille soni trajectoirei< 
orfhogonales des plans {F\. 

Gonsiderons uiie de ces trajectoires orthog'onales (K) ; les plans (P) 
sont normaiix a la courbe (K) : Tune des nappes de la developpee, celle 
qui est une developpable, est ainsi i'enveloppe des plans normaux, ou 
la surface polairede la courbe (K). Toiites les lignes de courbure (K) 
non planes ont done m^rne surface polaire^ qai est Venveloppe des plans 
des lignes de courbure planes. UarHe de rebroussemenf de cette sur- 
face est le lieu des centres des spheres osculafrices anx diverses cour- 
bes{]^ [Gh. I, § 12]. La courbe (K) etantune lig‘ne de courbure, les nor- 
males a la surface en to us les points de (K) forment une developpable, et 
par suite enveloppent une developpee de la courbe (K), qui est une g’eo- 
desique de sa surface polaire. Si done on part des plans (P), pour avoir 
les courbes (K) on est ramene a la recherche des i^eodesiques d’une 
surface developpable, ce qui se reduit a des quadratures; et comme 
la surface cherchee peut ^tre coiisideree comme engendree par les 
courbes (K), on voit qu’on obtiendra cette surface par des quadratures. 

Partons des plans (P), et cherchons directement leurs trajectoires 
orthogonales. Gonsiderons I’arete de rebroiissement (A)de I’enveloppe 
des plans (P), et introduisous le triedre de Serret eu chaque point w 
de cette courbe, soit (w. Le plan (P) est le plan osculateur 
et nous voulonschercherdans ce plan un point M (;, v)) dontle lieu soit 
normal a (P). Les coordonnees de M sont : 

X = aj -f a; 4- x'*/), Y = y -f ^5 -p Z = 5 + 4- y'y| ; 

la direction de la tangente au lieu du point M a pour coefficients direc- 
teurs : 

(i) d^=Mh + ? I T, rfs + aoT; -I- a'c/Y),rfY=.., dZ=..., 

expressions de la forme : 

rfX= Aa + Bx' + Gx^ = A? + 4- rfZ = Ay -h + CY^ 


Ecrivons que cette direction est normale au plan e’est-a-dire 
parallele a la binormale a'^, f. Ceci nous donne A = B = 0 , ou : 

ds — — . ds -i- di = o, ^ds + dr\ = 0; 


ou : 

(2) 



ds R. ^ 
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Yi sont done donnes par deux equations difierentielles du premier 
ordre. 11 en resulte que par chaqiie point du plan (P) passe une tra- 

jectoire orthog’onale et une seule. 
II existe ainsi une correspondance 
point par point entre les divers 
plans (P), les points correspon- 
dants etajit sur une meme trajec- 
toire oilhog-onale. Gonsiderons, 
dans im plan (Pj, deux points M, 
N ; et soit (D) la droite MN ; lors- 
que le plan (P) varie, la droite (D) 
engendre une surface reglee sur 
laquelle les lieux des points M et N sont trajectoires orthogonales des 
generatrices ; or les trajectoires orthogonales interceptent sur les gene- 
ratrices des segments egaux ; il en resulte que si Ton considere deux 
positions (P), (P'), et les positions MN, M'N' correspondantes, 
MN = MN'. La correspondance entre deux qiielconques des plans 
(P) deter minee par les trajectoires orthogonales de cette famille de 
plans^ transforms touts courbe de Cun des plans en une coiirbe egale. 
En particulier, les plans (P) eontenant les lignes de courbure planes, 
toutes les lignes de courbure planes de la surface (S) sont egales, 
Elle est done engendree par le mouvenient d'une courbs plane de 
forms invariable. Pour achever de la definir, il suffit de connaitre le 
mouvementde son plan (P). 

Pour cela, reprenons les equations ( 2 ) : 



(^) 



ds R 


o. 


et int^grons-les. Gonsiderons d’abord les equations sans second 
membre : 


R 


ds 


Yi == 0,, 




: 0 . 


Posons, en introduisant I’arc a de Tindicatrice spherique de (A) 


( 3 ) 

les equations deviennent : 


d(7 




0 , 



0, 


svsteme d’equations lineaires sans second membre k coefficients 
constants, dont I’int^rale g(^nerale est : 


C| I axt 
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(4) ; = A c*os 7 -f B sill T, r^ = — A sin -j -f B cos c. 

Passons alors au svstemeavec second membce : 


( 5 ) 


di_ 

d7 


:r.-R, 


dfi' 


Consideroiis, dans (4), suivant la methode dela variation des cons- 
tantes, A, B com me des fonctions de ^ 2 , et cherchons a satisfaire au sys- 
teme (5). II vient: 


, dX 

= ,+-cos 


+ ^s.n, = v 


r> ♦. f/A . , 

R. -=-= — ; sin j +-^ cos 5: 

dc da da 


c'est-a-dire : 


da 
d’oii : 


db . 


dk . , r/B 


cos c -j- — Sin a = — R, — sin a + — cos a- = o ; 


da 


dk o 
— = — R cos c, 
da 


da 


da 


(IB 

da 


= — Rsin G ; 


ou, en reintroduisant .<?d'apres la formule (3), 


dk 

ds 


= — cos 3-, 


(IB 


et : 

Posons : 
( 6 ) 

alors : 


A = — / cos (j. d’i, B = — / sin a, da. 

x^^ = / cos !7. da, ^0 = / > 


A — B — ~ 

Nous avons done une inl%rale particuliere : 


; = — cos a — y^ sin c, r^ = Xq sin a — cos c ; 

et rinte^rale ^tmerale est, x^, y^ designaiit deux constantos arbi- 
traires, 

(7; ; = (.r, - .r„) cos + (i7, — y^) sin j, 

•0 = — (a"i — ^ 0 ) « + (yi — Ho) 5. 

Tellessont lesformnles qiii dejinissent les trajectoires orthogonales 
des plans (P). Elies supposent qiie Von a effectiie les trois quadra- 
tures (3) et (G). 
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Interpr^tons g*eometriquement ces resiiltats : 

Les fopmules prec^dentes, resolnes en donnent : 

(8) S cos ^7 — r| sin 'J, y^ = y^ + l sin cr 4- r, cos <r. 

Prenons dans le plan (P) deux axes fixes 0^ 0^ y^, et construisons 

par rapport a ces axes la courhe (R) lieu du point I/o)’ courbe 

(R) est la courbe du plan (P) qui 
a meme rayon de courbure que 
Tarete de I'ebroussement (A). 
Pour cheque valeurde le point 
(j?o. y^) occupe une position to 
sur la courbe (R), et or est Tangle 
de la tangente k (R) en to avec 
Oi Gonsiderons un systeme 

d’axes coJt), ou Taxe co^ est latan- 
gente a (R) correspondent au 
sens dans lequel se deplace to ; -j 
est Tangle de o); avec Ojl x^ ; 
I, ' 0 , fonctions de 5, sont les coordonnees d’un point M, fixe par 
rapport au systeme x^^ 0^ y^^ prises par rapport aux axes 
et sont les coordonnees de ce mdme point par rapport aux axes 

j?! Oi Pour avoir la trajectoire oithogonale, il suffit de porter le 
plan (P) dans Tespace, sur le plan osculateur a la courbe (A), les 
dx'oites du plan, nommees o); et <or^, coincidant respectivement avec la 
tangente et la normale principale wv] de (A) ; dans ce mouvement, 
les courbes(R) et(A) coincidei'ontsuccessivement en tousleurs points ; 
les rayons de courbure etant les m^mes en grandeur et en signe, les 
centres de courbure seront confondus. Si s varie, la courbe (R) va 
rouler sur la courbe (A), et un point quelconque M invariablement lie 
ala courbe (R) decrira la trajectoire orthogonale. Le mouvement du 
plan P eobtiendra done en faisant rouler la courbe plane (R) sur la 
courbe (A) de fagon que le plan P coincide a chaqiie instant avec le 
plan osculateur a la courbe (A). On pent dire que le plan P route sur 
la developpable quHil enveloppe^ comma nous allons Texpliquer. 

Gonsiderons TarMe de rebroiissement (A) et une tangente wE ; pour 
developper cette courbe sur un plan, il faut [ch. V, | 4] construire la 
courbe plane dont le rayon de courbure en chaque point a meme 
expression en fonction de Tare que celui de la courbe (A) : e’est pr^ei- 
sement la courbe (R). La position d’un point N sur la ddveloppable 
est d^finie par Tare 5, qui fixe la position du point co sur (A), et par le 
segment wN = ii. Le point qui correspond a N dans le ddveloppe- 




CONGRUENCES DE NORMALES 


187 


meiit est determine par les memes valeurs Je //. Les a;*eneratriccs de 
la developpable viennent se dcWelopper suivant les tangentes a la 
courbe (R). Considerons uue courbe (f) sur la developpable, et la 
courbe correspondante (Fj dans le 
plan : les arcs homoloi^iies sur ces 
deux courbes sont efi;‘aiix, de sorte 
que toute courbe tracee sur le plan 
roule sur la courbe correspondante 
de la developpable. On pent imaginer 
que Fon ait enroule sur la develop- 
pable une feuille plane deformable ; 
le mouvement du plan (P) consistera 
alors k derouler cette feuille de facon 
qu'elle reste constamment tendue. 

Un point quelconque de la feuille 
d4crira une trajectoire orthog’onale des plans tangents a la developpa- 
ble. Nous obtenons ainsi, en quelque sorte, la surface developpante 
(dune developpable, par la generalisation du proced4 qui donne les 
d^veloppantes d’une courbe j^lane. 

Nous allons enfin examiner le mouvement du plan (P) au point de 
vue cinematique. Nous avons, d’apres (i) et ( 2 ) : 




dK ol” dr_ 

ds ds~ T 


ds~ T ' ’ 


et par suite les projections de la vitesse du point M sur les axes 
invariablement lies au plan (P) sont : 



Le mouvement instantane du plan (P) est une rotation autour de 
tangente a (A'), la rotation instantanee 6tant — “ . Le plan osculateur 
(P) roule sur la courbe (A) en tonrnant aiiionr de la tangente avec 
une vitesse angulaire egale a — . 

La surface (S) engendree par le mouvement precedent est une sur- 
face moiiliire, ou surface de Monge. 

Considerons dans le plan (P) une courbe (G) invariablement li6e au 
svst^me d*axes et sa d4velopp^e (K). Dans le mouvement du plan 
(P), la courbe (C) engendrera une surface moulure (S) ayant pour une 
des nappes de sa developpee la developpable sur laquelle roule le 
plan (P). Et comme les normales k (G), qui soot normales a (S), sont 
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tang*entes a (K), la deu.vieme nappe de la d^veloppee de (S; sera eng'eii- 
'dr6e par la developpee (K) du profil (C). C'est done aussi une surface 
moulure. Ainsi u?ie des nappes de la developpee dune surface mou- 
lure esf une developpable, Vautre esf une surface rnoiilure. 

Gas particuliers 

Examinons le cas particulier ou la developpahle enveloppe dn 
plan (P) est un evlindre ou un cone. 

I® Si /p plan (P) enveloppe un cylindre, les tang-entes aux trajec- 
toires orthogonales sont parallMes aux plans de section droite, les tra- 
jectoires orthogonales sont les developpantes des sections droites ; ce 
sont des lignes planes ; les deux systemes de Hynes de courbure de la 
surface sont des courbes planes, Le plan (P) roule sur le cylindre de 
fagon que son intersection avec le plan dhme section droite roule 
sur cette section droite. On peut encore engendrer la surface en 
considerant dans un plan une famille de courbes paralleles (qiu 
sont id les developpantes de la section droite du cylindre)^ et en 
deplagant chacune de ces courbes dun rnouvement de translation 
perpendiculaire aii plan. 

2 ° Supposons que le plan (P) enveloppe un edne de sommet A ; et 
considerons une trajectoire orthogonale rencontrant le plan (P) en M. 
La tangente en M est perpendiculaire a AM, dont la trajectoire ortho- 
gonale est une courbe tracee sur une sphere de centre A. Coupons 
alors le c6ne par une sphere de centre A et de ravon R, soit (G) Tinter- 
section, et considerons dans le plan P le cercle (S) de centre A et de 
rayon R. Le plan P roule sur le cone de fagon que le cercle (S) roule 
sur la courbe (G). 

Aatres hypotheses. — Gherchons maintenant si les deux nappes de 
la developpee d’une surface peuvent etre des d6veloppables. La sur- 
face est alors surface moulure de deux manieres ; les deux systemes 
de lignes de courbure sont des courbes planes. Le's trajectoires ortho- 
gonales des plans (P), qui enveloppent Tune des nappes de la deve- 
lopp6e, constituent un des systemes de lignes de courbure, doivent 
6tre planes. Soit (P^) le plan de Tune d’elles. Les plans (P) sont tous 
normaux a une courbe situee dans (P^) ; ils sont done tous perpendi- 
culaires k (P^* Si done les plans (P) ne sont pas paralleles, les 
plans (P^) le sont tous ; les plana (P) enveloppent un cylindre, et les 
plans (P*) sont perpendiculaires aux generatrices de ce cylindre, 
ainsi que les normales k la surface ; le profil situe dans un plan (P) et 
qui engendre la surface moulure est une parallele aux generatrices 
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flu cvHrulrc. Les surfaces obteuues soiit done des cvliiulres ; la secoinle 
nappe de la developpee est uiie droite rejetee a Tiniiiii. 

Si les plans (P) scat paralleles, on arrive a la meme conclusion, 
car les plans (P^) enveloppent un cylindre. 

Le cas suppose est done impossible. 

Supposons qu’une des nappes de la developpee soil une develop- 
pable, Tautre etant une courbe. La surface est une surface moulure 
qui s’obtient par le moiivemeut d’un profil situe dans le plan (P) qui 
enveloppe la developpable. La deuxieme nappe de la developpee 
est eng-eudree dans ce mouvement par la developpee du profil ; pour 
que ce soit une courbe, il faut que la developpee du profil soit un point, 
done que ce profil soit un cercle ; imaginons alors la sphere qui a ce 
profil pour grand cercle ; elle est iuscrite dans la surface ; la surface 
est line enveloppe de spheres de rayon constant. G’est une surface 
canal a section circulaire constante. 

Reciproqiiement toiite enveloppe d'ane fantille de spheres eyales 
satisfait d la condition precMente. Soit une sphere, de ceutre c 
et de rayon r constant : 

l{x — a'f — r- — 0 ; 
la caracteristique a pour deuxieme equation : 

— a)da = o. 

C’est done un grand cercle de la sphere ; les normales a la surface 
enveloppe sont dans le plan de ce cercle. L’uue des nappes de la d6ve- 
loppee sera I’enveloppe des plans de ce cercle. Si nous considerons le 
lieu du centre de la sphere, le plan du grand cercle lui est constam- 
ment normal ; la surface est enyendree par un cercle de rayon 
constant dont le centre deceit une courbe, et dont le plan resfe 
constamment normal a cette courbe. 

Enfin, comme cas singulier, nous avons encore celui ou Yune des 
nappes de la developpee est une droite. La surface est alors de 
revolution aiitour de cette droite. 
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LES CONGRUENCES DE DROITES ET LES CORRESPONDANCES 
ENTRE DEUX SURFACES 

Nouvelle representation des congruences 

I - — Dans ce qui precede, nous avoiis defini uue congruence par 
son support, et en donnant la direction de la droite ou des droites (D) 
qui passent par chaque point dn support. On peut plus generalement, 
et ce sera preferable an point de vue projectif, considerer deux sur- 
faces supports se correspondant point par point, les droites de la con- 
gruence etant celles qui joignent les points homologues des deux sur- 
faces. En realit(^, les deux surfaces se correspondront element de 
contact k Element de contact, et, en mtoe temps que la congruence 
des droites joignant les points homologues, on pourra considerer 
celle des intersections des plans tangents homologues. 

II est uaturel alors d’emplover des coordonnees homogenes. Soient 

M(j 3, y, 5, i) et yi, 2 ^, ti) les points homologues sur les deux 

surfaces ; la congruence sera d^finie par les equations : 

X = a; -h ^ =z ^ Z = s T = ^ 4- 

Soient de m^me a, n, w, r les coordonnees tangentielles d’uii plan 
tangent a la premiere surface, v^, celles du plan tangent 

homologue a la deuxieme surface. La congruence sera definie au point 
de vue tangential par les equations : 

U = M + pWi, y =zv + pn^, W =10 + p44)^, R = r + pr^. 

Soient (S), (S^) les deux surfaces supports ; les systemes conjugues 
sur ces surfaces etant invariants, d’apres leur definition m^me, par 
toute transformation projective, nous sommes conduits a etudier 
les relations qui existent entre eux. Soient ; 

(S) a; = f(l, [X), y = (i), ^ = /j(X, [.), t = k(\, [i), 

(Si) Ui=£ri{\v-), = 

les coordonnees des points courants, homologues, des deux surfaces. 
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Le choix des parametres a, ;a est fixe par le Theoreme suivaiit : 
Qiiaiid deux surfaces (S), (SJ se correspondent point par pointy it 
existe siir (S) un reseau con j ague qiii correspond a iin reseau con- 
jug ae de et en general il nen existe quun. Soient, en effet, 
6a, oijl, et 60., 6'tx les variations iiifinitesimales des j)arametres corres- 
pondaiit aiix directions des deux courbes d’un reseau conjug*ue qui 
se croisent en un point (a, a) de (S) : ces directions sont conju^uees 
liarmoniques par rapport aux directions asymptotiques, definies par 
les variations <fX, rfix qui satisfont a I’^quation : 

(1) EW + 2Fm.^/a + = 0. 

Done, en interpretant les variations d \ rfa ; 6 a, 5u. ; 60., 6';a comme 
les coordonnees homogenes de divers points d'unedroite, la condition 
qui exprime que les directions definies sur (S) par 6a, 5;jl; 60., sont 
conjuguees s’interprete ainsi : les deux points (6a, 8;jl), (60., 6';jl) sont 
conjugues harmoniques par rapport au couple de points defini par 
I’equation (i). 

De m^me, sur (S^), deux directions conjuguees sont conjuguees 
harmoniques par rapport aux directions : 

(2) E'i^AS + 2F^,crA.rfa + G\d[x^ = 0 ; 

et, pour que 6/., 6;x ; 60,, 6';x definissent deux telles directions, il faut 
et il suffit, d’apres Tinterpretation precedente, que ‘ les deux points 
(8a, 8[jl), (80., 8'tx) soient conjugues harmoniques par rapport au couple 
de points defini par Vequation ( 2 ). 

Chercher un systeme conjugue commun revient done a chercher un 
couple de points conjugues harmoniques par rapport aux deux couples 
.donnes par deux equations quadratiques (i) et ( 2 ). Si les deux formes 
quadratiques n’ont pas de facteur commun, il y a un couple et un seul 
repondant a la question, qui est le couple des points doubles de Tin- 
volution definie par les deux couples (i) et ( 2 ). Or les deux Equations 
precedentes definissent les lignes asymptotiques des deux surfaces ; 
si done deux surfaces se correspondent point par point d’une fa^on 
telle qu’il n'y ait pas sur (S) une famille d ’asymptotiques corres- 
pondant a une famille d’asymptotiques de (Si), il existe un systeme 
conjugue de (S) et un seul qui correspond a un systeme conjugud 
de (Sj) ; et il est defini par T6quation : 

E^cTa + F^rfn* F^rfA + G'd\L __ 

W^dX + F\d\L F^cTl + G\diL ~ 

Il y aura impossibilite si les formes (i) et ( 2 ) out un facteur commun ; 
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et ind^term illation si les deux facteurs soiit comm mis, c’est-a-dire si 
les lig’nes asvmptotiques se coiTespoiident sur les deux surfaces. 
Ecartant ces cas d’exception, nous supposerons que les parametres a, u. 
correspondent an systeme conjug'ue commun. 

Emploi des coordonn^es homog^nes 

2 . — 2Sous aliens reprendre-les formules usuelles, et voir ce qu'elles 
devieiiiient en coordonnees homogenes. 

Une coiirbe en coordonnees homogenes est definie par quatre equa- 
tions : 

•^=yp-)’ £=a(/.), f=k{i). 

La tangeiite au point y, s, t) joint le point M au point M' dont 
les coordonnees sont dx^ dy^ dZy dt. Car le point a Tinfini, dont les 
coordonnees homogenes sont : 

0 =jdt + td ^ 

est bien sur la droite ainsi definie. Le plan osculateiir passe par la 
droite MM' et par le point M" de coordonnees : (Px, d-y^ d-z, dH. 
Car le point a Tinfini, dont les coordonnees homogenes sont : 

^(7)= ^(7) =••••’ 

o = Ldt’‘ + 2dt.dj+ t.cPj 

est bien dans le plan ainsi defini. 

Correlativement il resulte de la theorie classique des enveloppes 
que la developpable enveloppe du plan (P), de coordonnees : 

« = /0-)> ^ = 90), it) = A(A), /• = A-(a), 

aura pour gen^ratrice I’intersection du plan (P) et du plan (P') de 
coordonnees : duy rfo, dwy dr. Le point de contact avec Tarete de 
rebroussement sera, en outre, dans le plan (P") de coordonnees 
d^Uy d^Vy ePwy d^v. 

Une surface quelconque sera definie au point de vue ponctuel par 
des equations : 
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(1) JJ = Jl'j., a), y = fjQ; ;j.), 5 = /«(■/., u-J, t — :J-) ; 

et au point de viie tans[*eiitiel par des equations : 

(2) u — F(a, u) V = G(a, jj.), w = H(a, ;x-, /* == K(a, ;j.). 

Gherchoiis a defiuir le plan tangent eii partant des equations ponc- 
tuelles (1). Ce plan contient le point, done : 

Sux = o ; 


il contient les tangentes aux courbes a = [j. = done les points 

/ Dj? Dr DA . /Da? D^/ Dr \ ,, , , .... 

( — , 7^ , — , — et ( , -r* I ; d ou les conditions : 

\ Du Da Du Da/ \ DA Da DA Da / ’ 


« Da? 

LU — = O, 

DA ’ 


V Da? 

— = o. 

Du 


Nous avons ainsi trois equations definissant des quantites propor- 
tionnelles a «, v, w, r*. L’equation ponctuelle du plan tang-ent au point 
Xy y, r, t) est done . 


X 

Y 

z 

T 

X 

y 


t 

Dj? 

^JL 

Dr 



Da 

dT 

Da 

Dj? 


Dr 

D/ 

DjU 

Du 

Df4 

Du 



Correlativement on defiuira un point de la surface, en partant des 
equations taugentielles (2), par les conditions : 


Sax = o, 


V Dtf 

Ij? — = 0, 

Da 




Dtt 

Du 


O. 


En definitive, on dejinit Van des elements pointy plan tangent^ en 
Jonction de V autre, au rnoyen des formates : 

( 3 ; S«j? = 0, ^udx = o, ^xda = o. 


Proposons-nous maintenant d" exprimer que deux directions 
MT(flD., df) et MS( 5 >., 5 jl) sont conjaguees. Ces directions sont conju- 
g'uees si, le point de contact du plan tang*ent se d^plagant dans la 
direction MT, la droite MS est la caracteristique de ce plan tangent. 
Or cette caracteristique est d^finie par les equations : 

SmX = o, 'ZXdu = o ; 

i 3 


Vessiot 
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la droite MS est definie par le point {x^y, s, t) et lepoint o^). 

Pour exprimer que MS est la caracteristique, il faut exprimer que ces 
deux points sont sur la caracteristique, ce qui donne : 

^ux — 0 , 'Zxdu = o ; 

'^u.ox = o, lda,Bx = o. 

Les trois premieres equations sont verifiees, d’apres les formules (3j, 
pour toute direction tang’ente (oa, oa) et pour toute direction caracte- 
ristique {d/., d\L) ; nous obtenons done la condition unique 

(4) '^du.Zx = o, 

oil la condition symetrique, equivalente, 

( 4 ^ '^^u.dx — o. 


qu’on obtiendrait par uii calcul analogue, en changeaut le role des 
deux directions. En particulier nous trouvons la condition pour qu’une 
direction soit conjusruee d’elle-m^me, e’est-a-dire soit direction 
asymptoiique : 

(5) Zdii.dx = o. 

Gela pose, exprinions que les courbes \ = c^e, |j. = c^o J'orment an 
reseau conjugae. Les conditions equivaleutes (4), (4^ donnent ici : 


( 6 ) 

(60 . 


V d;r 

2 ^). * Z-u ’ 


o. 


1 — . — = 0 . 


Ces conditions peuvent se transformer : Teq nation identique 

V 

\u — = 0 , 

differentiae par rapport k 1 donne, en effet. 


et (6) s’ecrit 

il) 


V Zx , V ^ X 

' h ^ — = o : 

Z\ Zu. ‘ ZXZu. ' 


^U-z = O. 

Z),.Zu. 


En partant de Tune des relations 
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on obtieiulmit, de m 'nie, la relation de coiidltiou, necessaire et sut’fi- 
saiite. 


Ces equations (7), (7') dependent simultaiiement des elements pouc- 
tuels et tang'entiels. En exprimant w, ren fonctioii de jc, 
et de leurs derivees. on obtieut la condition en coordonnees ponc- 
tuelles : 


(B) 


^ ?'Z.‘ 

;>A iy. 


Dans cette relation 18), le premier membre represente, par abrevia- 
tion, le determinant dout la premiere liqme serait la li^ne ecrite entre 
les deux traits verticaiix, et dont les trois autres li^nes se deduiraient 
de celle-la en y rempla^ant x par y, r, t respectivement. Cette nota- 
lion sera employee roaramineni dans la suite. 

Lorsque t = la condition 1 5 ) se reduit a la condition conime 


4^ A d^y Da . Da 


= F' 


o. 


La condition (8j pent s'interpreter ainsi : il existe une m^me rela- 
tion lineaire et homog*ene entre les elements correspondants des 
li§*Qes, done il exisle des fonctions L, M, N de a et p, telles que Ton 
ait identiquement : 


D=j:‘ 

Da . Da D). 


"f- 


D.r 


Da 


D'^y 

D^ 


-{- N.r 


DyDa 

dH 

DADa 


e’est-a-dire : les qiiafre coordonnees Itornoyenes x, v, z, t satisjont li 
une ni^nie equation lineaire aux derivees partielles de la forme : 


D^o Do 

Da. D a Da 


+ 


En operant an point de vue tang*entiel, on verrait de m^me que la 
condition (7'), qai s*ecrit^ avec une notation analogue a celle qui 
vient d Hre introduiie. 


DZ7 D£^ D'^K 
Da Da DADa 


U 
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exprime que u, v, w, r des integrales dane m^me equation 
nux derivees partielles de la forme 


d2<}> p ^ . 




On montrerait sans peine que si ,r, y, /, ou w, y, w, r satisfont a 
uae equation cle la forme precedente, elles ue satisfont qu’a une 
seule. 

Remarque. — Eii coordonnees cartesiennes, on devra supposer 
i = A' (a, |x) s I ; et le resultat precedent s’applique aux coordonnees 
ponctuelles x^ y, 5, en faisant N = o. 

Gonsid^rons maintenant une surface reglee; les equations d’une 
§*enei*atrice, joignant le point M (j:, y, 5, /) au point [Xj^, 5^, t^) 

sont : 


X = a? 4- ^ 4" P^i9 Z =: r T — t -1- 

Supposons la surface deoeioppable ; les plans tangents aux points 
(a:?, t) et tj sont les memes. Or, le plan tangent en 

M, passant par la generatrice et par la tangente k la courbe p = 0, 
contient le point {dx, dy., ds^ dt). De m^me le plan tangent en con- 
tient le point (dx^^ dy^. dt^). La condition pour que les plans 
soient confondus est done 


I X x^ dx dx^ I = 0. 

Si nous definissions la surface en coordonnees taugentielles, nous 
arriverions de m^me a la condition 


\ u u^ du du^ I = 0. 

Passons enfin aux congruences : une congruence sera encore repre- 
sentee par les equations 

X = a; 4" p*^i> ^ y Z = 5 -h p-i' T = ^ + P^i ? 

mais ici x, y^ r, t et 5^, sont fonctions de deux param^tres 

arbitraires (a, p.). Cherchons les elements focaux. Soit F un foyer d’une 
droite (D) de parametres p^). Soit p la valeur qui, portee dans les 
equations pr4c(^dentes, donne les coordonnees de ce point. Toutes les 
surfaces r^glees de la congruence, qui contiennent la droite (D),ont, en 
ce point F,in6me plan tangent, Gonsiderons, en particulier, les surfaces 
\ = et p. = etc ^ L0S plans tangents k ces surfaces contiennent res- 

pectivement les points (x, y, s, t), (x^, g^, Sj, fj), (^ + p ^ et 

\-aa ^ t>a J 

/), t), + p ^ . V La condition pour que 
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ces plans coincident, c'est-a-dire Vecfuntion aiix points focaax^ est 
done 


X 


X, 


— TO r 0 — 


On trouvera de meme {'equation aiix plans Jocniix : 


ii 


ii. 


~ -r 0 h 0 


O. 


O. 


Nous avons suppose, dans ee qui precMe, que les coordonneeshomo- 
"•enes etaieiit definies par la condition que les rapports y » ^ » y soient 

les coordonnees cartesiennes correspondantes. On constaterait sans 
peine que les resultats obtenus s’appliquent aux coordonnees plus 
«*enerales qu’on deduirait de celles-la par une transformation Un^aire 
homog^ene quelconque. 


Gorrespondances sp6ciales 


3. — Nous aliens etudier la correspondance entre deax points 
M, de deux surfaces^ telle que les developpables de la congruence 
des droites coupent les deux surfaces suivant les deax reseaiix 
conjugiies qui se correspondent. Telle est, par example, relativement 
aux reseaux conjua[*iies formes par leurs lig*nes de courbure, la corres- 
pondaiice determiuee, sur deux surfaces paralleles, par la congruence 
de leurs normales comm unes.Noussupposerons que les parametres "X, (jl, 
qui fixent la position d’un point sur chacune des surfaces, sont preci- 
sement tels que les courbes conjug'uees homolog’ues soient X = c*® et 
fi. = c^®. Les courbes ). = c^®, ;x = c^® sont conjug*u4es sur la pre- 
miere surface (S); done j?, y, r, ^ satisfont [| 2 ] a une m^me Equation 
aux d^rivees partielles : 


(0 




. . = o^ + R?; 


de mtoe les courbes X== c^® et p.= c^® <§tant conjug'uees sur la deuxifeme 
surface (S^), satisfont k une m§me Equation aux d^riv^es 

partielles : 


(2) 




Exprimons maintenant que les developpables de la congruence cor- 
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respondeat a a = et a = Si nous vepresentons la congruence 
par les equations : 

X = X + ox^, Y = ^ + rjy^, Z = r 4 - T = ^ + 

les developpables sont donnees 2 ] 2 >ar Tequation : 


1 

X Xj dr 

II 

0 


Or: 




+ 

II 

— r/'A, dy = . 

ch = 

clf=.... : 

c/XjL = cD. 4- 
^ da 


^^1= 

dt^— .... : 

et Tequation precedeiite devant etre 
nous obtenons les conditions : 

verifiee pour (D^ = 

0 

II 

o' 

(3) 

DX 

-.1 

0 

II 


(4) 

X Xi ~ 

Da 

d 

II 



Elies expriment qu’ilexisLe unem^me relation lindaire et hoinog*6ne 
entre les elements des lignes, done qu’il existe des facteurs A, B, 
A|, ; C, D, C^, D|, tels que Ton ait les identites : 


(5) Ax 4- B ^ = AjX^ 4- B^ , et les analogues ; 

(G) Gx 4- 14^= C^Xi 4- ^ , et les analogues. 

Premier cas, — Yoyons d’abord ce qiii arrive si Tun des quatre 
coefficients B, B^, D, est nul. Soit, par exemple, B^ = o. Alors les 
equations (5) expriment que le point Mi(Xi, 5^, f^) est sur la droite 

qui joint les points M (x, y, 5, t) et M' ^ La droite 

MM^ est tangente a la courbe p = tracee sur la surface (S). Toutes 
les droites MM^ sont ainsi tangentes k la surface (S) qui est une des 
nappes de la surface focale de la congruence. Sur cette surface focale 
(S), les courbes il = c‘® sont les aretes de rebroussement d’une des 
families de developpables de la congruence; et, par suite, les courbes 
l = c*®, conjuguees des precedeutes, sont les courbes de contact des 
developpables de la deuxieme famille. Gherchons comment il faut 
deHnir(SJ pour que cette surface soit coupee suivant un reseau con- 
jugue par les d([^veloppables de la congruence. Les equations (5) s’toi- 
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vent, dans ie cas considered en supposaiit, comme ilest loisible, = i , 

x.=Acc + Bg,y,=A^ + B^,5, = Ar+BM,f, = A^ + B-g. 

Posons, les coordonnees homog’enes pouvant etre remplacees par 
des quantiles proportionnelles, 

X = 6X, y = 6Y, r = 6Z, / = 0 T ; 

Les formules pr^cedentes deviennent ainsi, 6 etant une fonction de 

A. IX., 

A QV I f r\ D6I \ ,, ^ , 


= A6X + B ( 0 g + X ^ ), y, = .... r, = t, = 

Determinons la fonction 9 par la condition : 


A6+B^=o, 

ce qui est to uj ours possible. Alors : 

= B6 — , w, = B9 , 5. = B6 ^ , L = B6 ; 

et comme les coordonnees homogenes ne sontdefinies qu'^ un facteur 
pres, nous pouvons ecrire, en remettant a?, y^ 5, t pourX, Y, Z, T, 




&r . 

■ i • 


Alors, d’apres ces relations, Tequation differentielle (i), qui est 
verifiee pour r^ = x, y^ r, donne : 

(8) analogues, 

conditions de la forme (6). Les equations ( 3 ) et ( 4 ) sont done verifiees. 
Differentions la relation (8) par rapport k 1 : 

Da ^ DA ^ D:4 ^ DADcx ^ d-l 

Mais, x^ satisfait k Tequation (2), e’est-k-dire que Ton a : 

DaDu ^ Da Da ‘ 

et ridentite precedente devient, en tenant compte aussi de (7), 

( 9 ) + + + + + 

^ to 3 R 

^ d-\ ^ D> 
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Les equations (8), (9) sont deux equations en ^ et — . Si on pent 
les resoudre, on en peut tirer en particulier, en fonction lineaire 
de et ; done le point M (x, i/, r, t) se trouve dans le plan 

des trois points (.r^ t^) ,-••• j? e’est-a-dire dans 

le plan tangent en a la surface (S^). La droite MM^ est done aussi 
tangente a (SJ, et (S^) est la deuxieme nappe de la surface focale 
Nous avons donc^ dans ce cas, la correspondance point par point 
etahlie^ entre les deux nappes de la surface focale^ par les rayons 
de la congruence. 

Ecartons ce cas qui a ete etudie au chapitre VI. II faut alors suppo- 
ser que les equations {8), (9) ne soot pas resolubles en j:? et — ; ce qui 
exig*e que : 


Q R 

D). D). 


= 0 , 


c^est-a-dire que Ton ait une identity de la forme : 

R=Q.¥ (ji). 

Reprenoas alors la relation (8), et multiplions les coordonn6es 
X, y, t ; x^, y^, parun facteur to, fonction de (x, de fagon a sim- 
plifier la relation (8j, qui s’ecrit : 


S + e[g+="f«} 

Nous choisirons le facteur <0 de maniere que Texpression entre cro- 
chets se reduise ^ ^ ~ ; comme ce facteur to ne depend pas de \ les 
Equations (7) subsistenL et nous obtenons des relations de la forme : 


Zu 




z.r 

Zix 


^!/i _ 



Za 


Ceci revient k supposer R = o dans les Equations (i) ; ce qui donne 
enfin ; 


^ Z'/Za Zl ^ Zu ’ ZlZa ***’’ ZlZ^ ZlZu. * *’ 

11 est facile de voir reciproquement que, si x, y^s, t satisfont a (10), 
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et si les equations ('7') ont lieu, les conditions (i), (2'), (3), (4) sont 
satisfaites. Tout d’abord, (3) et (i) le sont. Les equations (lo) peuvent 
s'ecrire : 






de sorte que la condition (4.) est verifiee aussi. On tire enfin de Ik, en 
differentiant, 


^ = ^ + p + 0 ^ ^ _ Po. \ ^ , etles analo. 

Da ^ DA '' Da 0 \ Da V D). ’ 




:ues ; 


ce qui donne bien des equations de la forme (2). 

Deuxieme cas. — Nous supposons maintenant B, D, ^ o. 

Reprenons les equations (5), (6). En multipliant x, y, r, t et 
Uit facteurs convenables, on peut faire dispa- 

raitre dans (5) le terme en x et le terme en x^^ de sorte que : 


^ DA DA ’ DA D). 


L’equation ( 6) s’ecrit ensuite : 
(12) 


— =M^ + 

Da dfi 


DA “ D>. ’ 

Nx + ; 


D£i_ 

Da Da 


differentions par rapport a 1, en tenant compte de (ii) : 





d’aprks (i) s’exprime en fo notion de x, ^ et et la relation pr4 
cedente s'^crit ; 


Da 


(S^.) = F(»=,g.?2), 


F etant une fonction lineaire, ou encore : 


dX dX Y 


Si ^ 96 0, x, est fonction lineaire de x, Le point M est dans le 

DA DA Da 

plan tangent en M a la surface (S), qui est alors une des nappes de la 
surface focale, cas qui a 4te pr6c4demment examine. II faut done sup- 
dS 

poser — = 0, S n’est fonction que de [a. Alors, si nous reprenons 
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Tequation (12), nous pouvons multiplier par une fonction 

de [ji. telle que le terme ea disparaisse, les relations (ii) g’ardant la 
meme forme. Et nous ramenerons (12) a la forme : 




Da 


Kx. 


Le m^me raisonnement montrera que K est independant de et que 
par suite on pent faire disparaitre le teime en x. Finalement les equa- 
tions (12) peuvent etre reduites a la forme : 


(i3) 


dJCj ^ 

Du Da ' 


Da Da 



^ = M — . 


Da 


Da 


Les relations (i i) et (i 3 ') sont d’ailleurs suffisantes, car on en conclut : 


d’ou : 

(i 4 ) 


D^a?! 

D 


DADpt 

Df* 

\ 


D 


D'ADa 

dX 

(“; 7 ) 

= 



equation de la forme (i)» 011 R = o; on obtiendrait de mtoe : 


^ ^ D'A \M ■ Da y "Da \M DX / ’ 

equation de la forme (2) ou = 0. 

Conclusions. — Dans le premier cas, ou la surface (S) est une des 
focales de la congruence, supposee donnee, nous avons ete amends a 
faire disparaitre le terme en x dans I’equation : 


(16) 


D^.r p Da; q Dm 

D/Da D>. ^ Da 


-f R^, 


relative a cette focale, au moyen de deux transformations qui Equiva- 
lent k une transformation unique de la forme 

X = tsjX. 


On trouve directement, pour ddterminer ce facteur w, la condition : 


D'^ct p pgr 

D)Da Da 


+ Q|f-+R«; 


de sorte que les equations (7) montrent que toute surjace (S^) coiipee 
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suivant un respau conjarfue par les flevploppaUhs de la congruencp 
esf definie par les equations : 



7 T7 etant une integrale de V equation 1 1'). 

Passons au deuxieme cas ou aucune des deux surfaces n’est focale 
de la congruence. On se donne Tune d’elles, la surface (S) ; et le 
reseau conjug*ue suivant leqiiel elle devra etre coupee par les develop- 
pables de la congruence cherchee. II faut de nouveau faire disparaitre le 
terme en x de lequatiuii (i) qui correspond a ce reseau coiijugue 
de ;S) ; ce qui revieiit encore a chercher une integrale de cette equation. 
L’equation prend alors la forme : 


(17') 


is-x 4 . 

D).Da 



Pour determiner ensuite les facteurs L et M des formules (i i) et (i 3 ), 
identifions cette equation (17) avec i’equation (\k) precedemment 
obtenue. Gela donne les conditions : 


-^=P(M-L), ^ = Q(L-M). 

Posons : 

(18) L — M = ^ 1 / ; 


et ces equations deviennent : 

Co) 


La premiere pouvant s’ecrire : 

(19') 


Da Da 


la condition de comptabilite de ces equations est qiie 6 soit une inte- 
grale de Tequation : 


(21) 


. 1 . 

D/.Da DA ■ 


W , ^iQjo^o 

DA ■ Da 


qui est ce qu’on appelle Vadjointe de (17). Ayant on determine par 
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une quadrature L et M ; car on a, par exemple, par (19') et (20), la dif- 
f^rentielle totale de M ; et I’equation (18) donne alors L. De nouvelles 
quadratures achevent de determiner, aumoyen des formulas (i i)et(i 3 j ; 
la surface (S^), et, par Ik m^me, la congruence. 


Proprietes de la correspondanc© pr6c6d©nt© 


II resulte de Tanalyse precedente que les equations (i i) et (i 3 ), 

(*0 

(i 3 ) 


L ^ , et les analog‘ues, 


— = M — , et les analogues, 
du ’ 


caractkrisent entierement la correspondance speciale, point par point, 
determin^e sur deux surfaces (S) et (S^) par les rayons d’une con- 
g'ruence, dont les developpables coupent chacune de ces deux surfaces 
suivant un rkseau conjug-ue. Nous aliens examiner les proprietes 
g^ometriques qui resultent de ces formulas. 

Soient : 

Mix, y, 5, t). MJ.ri, y^,s^, 
deux points homologues ; soit P le 
point de coordonn^es • 

La droite PM est tan- 



ou 


ou 




geute en M a la coui'be p.= c^e sur la 
surface (S), etPM^ est tangente en 
a la courbe jx. = sur la surface (SJ. De m6me la droite QM est 
tangente en M k la courbe 7 . = c^e sur la surface (S), et QM^ est tan- 
gente en k la courbe X = c^® sur la surface (Sj^). Les plans tangents 
aux deux surfaces (S), (S^Iaux points M, se coupent done suivant 
la droite PQ. 

Consid^rons la congruence de ces droites PC. Elle est dkfinie par 
les Equations : 
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Les developpables de cette congruence sont definies par Tequation : 


^ , ^ 2 . 7 * , Z^cc , 

- - — -rr +■ a/. 4- — - rfa 

Z/ Z'j: zr^ Z}ZtJL ‘ T^lZu Zu.^ ‘ 


mais j?, y, r, t satisfont a des identites de la forme : 




Z'}.Zu. 


Da Da ’ 


de sorte que Tequation precedente s’ecrit : 

X.cTk.diL = o. 


A etant un determinant qui n’est pas nul, puisqiie I’equation n’eat pas 
une identite. Les developpables de la congruence des droit es PQ, 
intersections des plans tangents aux deux surfaces en deux points 
homologues^ correspondent done aux developpables de la congruence 
des droites MM^, qui joignent ces points homologues^ desUa-dire 
encore aux systemes conj agues homolog ues des deux surfaces, 
Cherchous mainteoant les points focaux. I Is sont donnes par T^qua- 
tion : 


zx Zx z^x , z"^x z^x , ^ z^x 

DA Zu DA^ ^ Z/.Zu Z).Z^ ‘ Zu^ 


= 0 , 


equation qui, a cause de la merne condition que pr^c^demment, 
se reduit A p = o ; une racine est nulle, Tautre infinie ; les points 
focaux ne sont autres que les points P, Q. Ils sont dans les plans 
focaux de la congruence des droites MM^. Ces plans focaux sont, en 
effet, les plans MM^P, MM^Q ; car ils doivent etre tang’ents aux deux 
developpables de la congruence qui passent par MM^^, et celles-ci 
coupent, par hypothfese, les deux surfaces (S) et (SJ suivant les 
courbes [i. = const, ^ = const, dont les tangentes sont, respective- 
ment, MP, M^P et MQ, M^Q. 

Considerons le point P, et supposons que Ton fasse l = 

La direction de la tangente k la trajectoire du point P est definie par 
un deuxieme point, dont les coordonni^es sont : 


i (S) = ^ S + ^ S ’ analogues. 

G’est un point de PQ. Le point P d6crit done une courbe tangente 
k PQ ; e’est Tar^te de rebroussement de la developpable de la eon- 
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gruencedes droites PO qui coiTespoiid a la valeur consideree A = 

Le point Q decrlra de meme, si a reste constant, Tarete de rebrousse- 
ment de la developpable qui correspond a cette valeur |x = c*®. 

On voit que la correspondance entre les deux surfaces (S) et (S 
definie d'abord, au point de vue ponctuel, par la congruence (K) des 
droites ou (D), se trouve definie, de meme, au point de vue tan- 
genliel, par la congruence (K') des droites PQ, ou (D'j : deux points 
homolog'ues, M et etant les points de contact des plans tangents 
menes aux deux surfaces par un meme rayon (D'j. Aux developpables 
de (K') correspondent ainsi, sur (S) et les deux reseaux conju- 
gues homologues coiisideres. Les couples de points liomologues M, 
etant ainsi definis, la congruence (K) des droites en resulte a sou 
tour : et les plans focaux du rayon (D; de cette congruence passent par 
les foyers P et Q du rayon homologue (D') de la congruence (K'). 

Les propri^tes de la correspondance que nous venons d’etudier se 
trausforment done en elles-memes par dualite. En choisissant conve- 
nablement les coordonnees taiigeutielles homogenes, on aurait, par 
suite, en meme temps que les formules (ii) et (i3), des identites : 

= H , et les analogues ; 

^ = K , et les analogues. 

En resume, si les developpables . d' line congruence (K) coupent 
deux surfaces (Sj, (Sj) suivant deux reseaux conjugiies, les cou- 
ples de plans tangents a (S) et (SJ dont les points de contact sont 
sur un meme rayon (D) de (K) se coupent suivant les rayons (D') 
d'ane noiwelle congruence (K'j, telle que les points de contact des 
plans tangents menes a (S) et (S^) par les generatrices des develop- 
pables de cette congruence (K') decrivent les deux mimes reseaux 
conjiigues homologues ; et reciproquement. Les points focaux du 
rayon (O'), (K'l sont dans les plans focaux du rayon associe (D) 
de (K), chaque point focal se troiwant dans le plan focal qui ne lui 
correspond pas. 

La correspondance entre- les deux surfaces est, en fait, une corres- 
pondance element de contact k element de contact, dont les proprietes 
se correspondent par dualite, quand on passe des points aux plans de^ 
ces elements, ou inversement. 
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Correspondance par plans tangents paralleles 


4 . — Consideroiis uiie correspouJauce, poiut parpoiut, eiiti*e deux 
surfaces (S) et (SJ. Soit, sur la surface (S), Tune des courbes (G) du 
reseau conju"*ue qui correspond a un reseau couju"*ue sur (S^) , 
et soit (Cj) la courbe correspoudante sur (S^) Supposons qu’ea deux 
points homologues quelcouques les plans tang’ents aux surfaces (S), 
(S^j soieiit paralleles ; leiirs caracteristiques le sont aussi ; douc 
les directions c.onjuguees homolog aes sont paralleles. Supposant ici 
que les coordonnees t et t^ soient egales a i, ce parallelisme se traduit 
par des identites de la forme : 


(l) 

' ZK 



( 2 » 


OOCi 



^gi ^// 



= L 

zt 

Da 

Da 

Da 

Da 

Da 


dX 




= M 

D/ 

D'ji 

Zu 

Da 

Da 

Da 

Da 


o. 


Nous pouvons done appliquer les resultats precedemment obtenus. 
Les plans tangents en M, etant paralleles, la droite PQ est k Tinfini. 
Les droites de la congruence (K') sont les droites du plan de I’infini. 
Sur chacune de ces droites, les points P, Q sont les points ou elles sont 
rencontrees par les tangentes conjuguees homologues sur (S) et (SJ, 
et le lieu des points P, 0 est tangent a chaque droite PQ aux 
points P, Q. 

Ga^ particalier. — En particulier, supposons que, la surface (S) 
etant quelconque, la surface (S^) soit une sphere. La congruence des 
droites MM^ a des developpables qui decoupent sur (S) et (S^) des 
reseaux conjugues, les tangentes homologues etant paralleles. Or sur 
une sphere, un reseau conjugue est un reseau orthogonal ; done le 
reseau conjugue de (S) est aussi un reseau orthogonal : e’est le reseau 
diQslignes de courbure^ dontla recherche est ainsi x^amenee k celle des 
developpables d’une congruence. En particulier, supposons la sui*- 
face (S) du deuxieme degr^, et considerous la congruence des droites 
PQ du plan de Finfini. Le plan de Tinfini coupe (S), (Sj) suivant deux 
coniques (F), Consid^rons leurs points d’intersection avec une 
droite PQ; les points d’intersection avec (Fj correspjndent aux direc- 
tions des generatrices de (S) qui passent par M, et qui sont les tan- 
gentes asymptotiques ; les points P, Q, qui coin'espondent aux direc- 
tions principales, sont done conjugues par rapport k ces points d’in- 
tersection, e’est-k-dire conjugues par rappoi't k la conique (F). Ils sont 
de meme conjugues par rapport a (FJ. Les points P, Q sont les points 
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doubles de rinvolutiou determiuee sur la droite PQ par le faisceau Je 
coniques ajant pour bases (r), (F^). La droite PQ est tangeate en P, 0 
aux deux coniques de ce taisceau qui lui sorit tangentes j de sorte que 
la determination des developpables de la congruence (K), c est-a-dire 
des lignes de courbure de la quadrique (S), revenant a celle d’un 
faisceau de coniques, peut se faire algebriquement. 

Si on prend pour parametres ceux des generatrices rectilignes qui 
passent par un point de (S), on obtient ainsi 1 integration de 1 e(jiici- 
tion (TEuler, 

Gonsiderons, en effet, Thyperboloide a une nappe : 






(3) 

qui, rapporte k ses generati'ices rectilignes, a pour equations param4- 
triques : 


(4) 


cc— a- 


tt — V 


y 


= b 


1 uu 


s = c 


a + ^ 


La normale en un point ayant pour coefficients de direction : 


X 


JL jL 


I’equation differentielle des lignes de courbure, qui exprime que cette 
normale rencontre la normale infiniment voisine, est : 


dx 

dy 1 = 0 , 

dz 


X 

dx 



y 

dy 



- 

dz 




ou : 


(5) (6® + c®) xdydz + (a® — c®) ydzdx — (a® + 6®) zdxdy = o. 

La dijff^rentiatioii des formulas (4) donne : 

dx dy 


( 6 ) 


a [ — (i — + (i — a^)dd\ b [ — (i + v^)du + H- u^)dv] 

dz I 


2 C [ — j}du + udv] (a — vY 

et F^quatjon (5) devient ainsi, toutes reductions faites, V^quation 
d’Euler, 

dzz® dv^ 




» 


(7) 



eri posant : 
( 8 ) 
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aog 




4 " 2C‘- — a- 
+ 6-2 


Les points P et y de la theorie precedente sont les points a I’infini 
des tang-entes aux lignes de courbure : leurs coordonnees homog'enes 
X, Y, Z sont done donnees par les denominateurs des formules (6), 
on da, dv devront etre remplaces par les valeurs proportionnelles 

db tirees de Tequatioii (7). 

Les developpables des cong*ruences considerees, et, par consequent, 
les lig-nes de courbure de la surface, s’obtiendront, d’apres ce qui pre- 
cede, en ecrivant que Tun ou Tautre des points (X, Y, Z) ainsi d^finis 
decrit, dans le plaii k Tinfini T = 0, une des coniques du faisceau : 

X= + Y. + Z. + ,(f_:g + |)=o. 

On obtient ainsi, apres suppression du facteur dudv, I’integrale 
generale algebrique annoncee ; 

(9) ± 

ou ^0 desig’ne le polynome polaire du trinome : 

a>') = + k(<i) 4“ L 

et ou m est une constante arbitraire, liee a a par Tequation : 

m{a- + b'^) = — 2(7 + c^). 

Ghassons le radical, en tenant compte de Tidentite, classique dans la 
theorie des formes quadra tiques binaires, 

to')= A2(&) — Oi')\ 

ou A est le discriminant de la forme. Xous obtieudrons, apres division 
par (a — a'f, Tinti^g’rale |o;‘euerale rationnelle : 

( 9 ') (i — k^) (n -h u)- = m^(n — v)^ -h 2 m<t>o(w®, u®). 

Or 2d>o(«^, u®) s’ecrit : 

2<i>o(«3, u®) = (i 4- iwY 4** (i — + k{u 4- “f 

En tenant compte des formules ( 4 ), on voit ainsi que les lignes de 
courbure sont les intersections de Thyperboloide avec les quadriques : 

/y»a 7/2 *-2 

^ — I + ^ =0. 

Or 0^ 

Vessiot i4 
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Remplagons cette equation par la combiiiaison hoinog*ene, obteuue en 
iui ajoutant Inequation (3), multipliee par {mk + m®) : 

7n(m + k + i)'^ — m{iyi + A: — i)^ +\m + k+ i)(m +Ar— i) ^=o. 
( 1 “ 0 “ ^ 


Celle-ci s’ecrit encore : 

t + 

a^m + A* — i) . A2(m + A + i) ^ c^m 
ou, a cause de la valeur (8) de A% 

^2 fj 2 £___q 

a2[//i(a2 + 62) + 2c2 — + c\m{a'^ ^ b^)] 

En posant alors : 

— 2,9 = jn{a- + Z?®) + 2C®, 

on Tecrit enfin : 

^ 1 U1 j z — 0 . 

a\s + a^) b\s — fA) c\s + 6 * 2 ) 

II suffit d^s lors de lui ajouter I’^quation de Thyperboloide, apres 
Tavoir elle-mtoe multipliee par ( — 5 ), pour obtenir Tequation des qua- 
driques homofocales : 


,t2 //2 , r2 

A* -j- s — A2 6* + c2 


On trouve done ce resultat classique que les Lignes de coarbure de 
C hyperboloi'de (3) sont les intersections de cette surface par les 
ellipsoTdes et les hyperboloides d deux nappes homofocanx, repre- 
sent^s par Tequation ( 10 ). [Cf. chap. XII, | i et | 6]. 

Remarque i — Au lieu du plan de Tinfini, on pourrait considerer 
un plan fixe quelconque ('tc). La correspondance serait telle que les 
plans tangents en deux points homologues de (S), (S^) se coupent 
dans le plan ( 7 :), Les resultats seraient analogues ; et de meme si, 
correlativement, on ^tablissait entre les deux surfaces une correspou- 
dance telle que la droite MM^ passe par un point fixe. 

Remarque 2 . — Gonsiderons deux surfaces (S), (SJ qui se corres- 
pondent par plans tangents parallMes. Prenons dans Tespace un 
point fixe 0, et substituons h (S^) une de ses homothetiques par i^ap- 
port a 0, soit (S'J. A tout r^seau conjugu4 sur (Sj^) correspond 
sur(S'i) un I'eseau homothetique qui est aussi conjugu^, et le r^seau 
conjugiie de (S) qui correspond a un reseau conjugu6 sur (SJ corres- 
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pond aussi a uii reseau coiijugue sur(S\i. Imag'inons que le rapport 
d’homothetie croisse indefiriimeat : le point homolhetique de 
sYdaiiarne a I’iufini, la droite devieiit la parallele meiiee par M au 
rayon Done, si Von a deu jo surf aces (S), (S^) se correspondant 
par plans tangents paralleles, si on prend dans Vespace an point 
fixe 0 , et si par le point M Je(S) on mene la parallele MN aa rayon 
les developpables de la congruence des droites MN decoupent 
sar (S) le reseau conjugue qui correspond a un reseau conjugue 
sur (S^). Si en parliculier nous prenons pour ( S^) une sphere, pour 0 
son centre, OM^ est perpendiculaire au plan tang'ent a (SJ, et par 
consequent au plan tang'ent a (S) ; MN qui lui est parallMe est la 
normale a (S). La congruence des normales a une surface a des 
developpables qui determinent sur cette surface an reseau conjugue 
orthogonal. On retrouve done la propriete fondamentale des lig'iies de 
courbure de la surface (S). 

Remarquons encore que, si le rayon de la sphere (Sj est egal a i, 
les coordonnees y^, sont les cosinus directeurs de la normale, 
et les formulas (i), (2) ne sont autres que les formules d'Olinde 
Rodrigues [Ch. V, | 3 ] : — L et — M sont alors les courbures princi- 
pales. 


Surfaces isothermiques 


0. — On est conduit a une classe importaute de surfaces, en cher- 
chant dans quel cas la correspon dance par plans tangents parallMes 
entre deux surfaces (S) et (S^) fournit une representation conforme de 
Tune des surfaces sur Tautre [ch. II, I2J. Supposons les deux surfaces 
rapportees aux systemes conjugu^s homologues, comme au paragraphe 
precedent; de sorte que la correspondance entre elles satisfait aux 
Equations (i) et (2) dece pai'agraphe : 


(l) 

II 

II 


11 

(2) 

Zu. Ztt 

Du Du 

^£1; 

=mH£ 

Du 


oil figurent les coordonni^es cartesiennes rectangulaires des points 
homologues. Soit 


ds'^ = q- + Grfu.® 
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TelemeDt liaeaire de la surface (S), de sorte quo 


( 3 ) 



F = 


V 

t)A 



La condition qui exprimc que la correspondancc consideree realise 
uiie representation conforme est qu'il existe line fonction a) 

telle que 

( 4 ) + dy-^ + dz^^ = k^ds^. 

Ell tenant compte des foi-niules ^i), ( 2 ), (3), elle se traduit par les 
equations : 

(5) (P — A'2) E = I LM — A2; F = (M’^ — A^) G = o. 


Ecartoiis les cas (E = o, F = o) ; (F = o, G = o) oii la surface 
[S) serait une developpable isotrope [ch. Ill, | 4^ Nous pouvons sup- 
poser d’abord E = o, G = o ; de sorte que les ligiies coordonnees sont, 
sur (S) etsur (Sd, les lig’ues minima. Gomme elles sont conjuguees par 
hjpothese, les directions asvmptotiques sont conjug’uees harmoniques 
par rapport aux directions isotropes du plan tangent, et sont'rectan- 
gulaires : done Tindicatrice est une hyperbole 6quilatei'e, et la surface, 
(S) comme (S^)* est une surface minima. 

R4ciproquement, les equations donn4es auchapitre III, | 6, page 5o, 
pour repr^senter une surface minima quelconque, entrainent les for- 
muies : 

( d{x -h iij) — — — v^G"\v)du, 

(6; < d{x — iy) =f F”\u)dLi + G”’\v)di), 

( ds := — uF”\u)da — vG”\v)dv, 


Done, pour deux surfaces (S) et (S^) representees ainsi, avec les fonc- 
tions F, G \ F^^ G^ respectivement, on aura les identites,de la forme 
(i), ( 2 ) et (5), 


^x. 


aa? 




ari 


— j^m 


du 


' da ’ 

da 




_ 

G^ 

^JL 

?£i. 

ay 

~G'" 

‘ ay ’ 

ay " 


ay ’ 

do ' 




ds^, = 

■ a.. 

ntn jitn * * 



q\ ^ 


Ainsi deux surfaces minima quelconques se correspondent par plans 
tangents paralleles de maniere que cette correspondance soit une 
representation conjorme. 
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2° Supposons maintenant que F ne soil pas nul, et que £ et G ae 
soient pas nuls tous deux : la condition LM = k- etant alors jointe a 
Tune des conditions L- — A’-, M- = entraine, L et M ne pouvant 
etre nuls, 

L = M, k^ = U = W, 

On en conclut, en supposant, ce qui est loisible alors, k = L, 

(7) dx^ =kdx, dy^ = kdy^ ds^ = kds. 

Or deux au moins des fonctions x, y, s de 1 et jx-sont independantes : 
supposons que ce soil, par exemple, xet y. Les deux premieres iden- 
tites (7) expriment que la correspondance entre i S) et (S^) se traduira 
par des formulas 

= J-(y ), k = o'(x) = 'Y{y), 

on xet y peuventetre consider6es comma des variables independantes. 
On en conclut que k est une constants, puisqu’il ne depend ni de x, 
ni de y ; et les formulas (7) donnent alors 

= kx + a, = % + b, z^=ks + c, 

<2, b, c etant trois constantes. Nous trouvons ainsi la solution 4vidente, 
oil (S) est une surface arbitraire, et (S^) une homoth^tique quelconque 
de (S). 

3° II reste a examiner le cas ou F est nul, sans que ni E, ni G le 
soient. Les conditions (5) donnent alors : 

F = o, L= — M=Ar, 
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k a, les equations (9) par rapport a a. et retranchant membre a mem- 
bre. Noustrouvons ainsi que y, r satisfont a une m^me equation 
cle la forme : 


(id 0 = — ( a- — -h ( /r — - = 2A-— + - 

\ Da / ^ DA \ D!X y DyDu Dt 


DA 

Dca 


Pr/j DA’ ^ 
DA PA Pa 


Or, ea differentiaat les equations ( 3 j, nous obtenons les identites : 


1 12) 


V 

"" Pa 


en V rempla^^ant 2 


p-^.r ^ 

D)Pa Pa " 

P-gr Py 

PyPa PyPa 


P j:* P^j:? _ . 

^"'Pa P)i>a Pa ’ 

2 fo action des derivees pre- 

PAPa ^ 


mieres. an moyen des identites qiii resulteiit de (i i) quand on y rem- 
place w par jr, //, 5 ; et en tenant compte des formules ( 3 ) et de la con- 
dition (10), ces identites (12) deviennent : 



pE 

p^ 


, -G 




Done E et G sont de la forme : 


E = i ofA), ® = ■! '■t" ! 

et r^l^ment lln^aire de (S) prend la forme : 

(r 3 ) ds* = A [?(>-)<^^* + 

K 

Nous pourrons, sans chang'er les formules (8) et (g), remplacer la 
coordonnee \ par une fonction de \ et ia par une fonction de p.; et 
disposer de ce chang’ement de coordonnees de maniere ^ reduire la 
formule(T 3 ) a la forme ; 

(l 4 ) = rf|A2), 

ou nous g'ardons les notations a, p. pour designer les coordonnees 
nouvelles )/, p.' definies par 


cT/J =2 v duJ = \/d/(p.).rfp.. 

En vertu de la formula ( 4 ), Teiement lineaire de (SJsera r^duit lui- 
m^me a la forme : 


(i 5 ) 


= k{dk^ 4" diu^) . 
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Le system e cles ’courbes coordomiees, qui ibrme, par hvpothese, ui) 
reseau conjug-ue, sur (Si et sur (S/i, forme aussi uu reseau orthoci-o- 
nal, en vertu de Thypothese F = o : c’est done le systeme des llgnes 
decourbure, sur Tune et Taiitre surface. Mais, de plus, il forme, d’apres 
les formulas f i 4 ) et fi 5 ), un systeme orthogfoiial isotherme ch. IV, 
§ 4j- Les deux surfaces peauent done ^tre divisees en enrres infini- 
ment petits par lears Ugnes de coarbare : on dit, pour exprimer cette 
propri^te, que ce sont des surfaces isotherm Iques. Une surface iso- 
ihermiqiie est done une surface qni, rnpportee a ses lignes de cour- 
bure^ a un de la forme (i 3 ). 

ds^ = K[c(l)dl^ + ^\L)dlL^], 

lieciproque . — Donnons-nous, inversement, une surface isother- 
mique (S) quelconque : supposons-la rapport^e a ses lignes de cour- 
bure, de sorte que son ds- est de la forme (i 4 ). Nous avons les con- 
ditions : 


(i6) 


\zl) k' 


V D.r 
" DA Da ■“ 


V 

\ Da / k ’ 


en m^me temps que la condition F' = o, qui exprime que les lignes 
coordonnees sont conjuguees : 


(17) 


0 = S = SA 

DADa <^(a, D/Da 


En dififerentiant les equations (16), nous obteiions : 


(18) 


DV Dj? 


daDu Da 


il* 

2 Da 


D^x D.t? I ^ k 


DaDu Da 


2 DX ’ 


et des equations (17) et (18) nous tirons les valeurs des deriv(^es secon- 
des > - ^’L . , 4 ^ . Les trois directions : 

DADa DADa D/Da 

D,z; Dy Dr Do; D// Dr , V R P 


dX ^ DX dX 


Da Du DfA 


formant un triedre trirectangle direct, nous introduisons leurs cosinus 
directeurs, qui sont : 

^ , \/k-^7 \'k ^^\'k^y\/k^; kA., kB, kC ; 
puisque E = G=^,A“ + + C® = EG — = pour 
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obtenir- — - par example, il suffit de multiplier les equations (I?) et 

(i8), respectivement, par Ar^, A* — et d’a]* outer ; ce qui donne : 

Dc4 


D — 2^ — 

]_ ^ ]_ _k_ ^ 

2 2^a DA 2 DA Dp. ’ 

c’est-k-dire : 

, D2.X* , dA' Da? , dA: Do; 

r -\ — : = 0 . 

D/Dp Dp Da Da Dp 

Done OJ, i; satisfont bien k la mdme Equation (i i). Or e’est preci- 
s^ment la condition necessaire et suffisante pour que les equations (8) 
et( 9 ),en soient compatibles : on 2 :>eutdonc calculer cc^, 

par la quadrature des differentielles totales ; 

(19) dr, = k J). - ^ rfa), dy, = A- ^ 

La surface (S^) est aiusi definie, et son ds^ est alors donne par la 
formula (i5) ; e'est-k-dire qu’elle est elle-mdme isotbermique, et rap- 
portee k ses lig-nes de courbure. Gar, d’apres les formulas (i), les lignes 
coordonn^es sont conjiig’uees sur les deux surfaces ; et, d’apres (i5), 
elles sont orthog*onales et isothermes pour (SJ. 

Done, etant donnee line surface isothermiqiie qmlconque^ qui, 
rapportee a ses lignes de courbure, a le ds® donne par (i4), il lui 
correspond, a une translation arbitraire pres, une autre surface 
isothermiqiie et une senle, telle que la correspondance etablie par 
plans tangents par alleles entre les points de ces deux surfaces soil 
une representation conforme de V une de ces surfaces sur V autre ; 
dans cette correspondance, les lignes de courbure des deux surfaces 
se correspondent ; et le ds® de la seconde est donne par la formule 
(i5). Il y a reciprocite entre les deux surfaces, 

Remarque, — Les calculs precedents montrent que, pour qu'une 
surface soit isothermique, il faut et il suffit que les coordonnees carte- 
siennes d’un point quelconque de la surface satisfassent, en m6me 
temps qu’k la condition F = o, a une m^me Equation aux d6riv4es 
partielles de la forme (ii). Cette Equation nechangpe pas de forme par 
un changement de variables de la forme 

(20) y=(p(i), 
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Mais on pent la simplifier, en posant : 

(2l) (o' = w.yiA, a), 

et determinant convenablement le facteur y. Elle devient, en effet. 





Z>A 

" I z>A‘ I 



L2A’ 

Z 

iv>. 'y 

J 


et il suffitde prendre : 

(22) 

pour la r^duire a la forme : 

( 23 ) 



:^W 

d'ltSu 


L’expression de 9, en Aet |x, se deduit du fait que, w = i etant solu- 
tion de Tequation (i i), w' = y = \‘k est solution de (28) ; done : 

6 = ~~ 

yjk * 

Dire que I'^quation {r ij est verifiee par les coordonnees cartesiennes 
X, ^,5, I, equivaut a dire que Tequation (28) est verifiee par les coop- 
donnees homogenes : 

X = .rv^, Y = 7jsJk\ Z = 5V^, T = sjk. 

Done : pour qaime surface soit isothermique^ il faiit et il sufjit 
que^ pour un systeme de coordonnees homogenes X, Y, Z, T conve- 
nablemenf choisi^ les qaatre coordonnees d'un point quelconqae de 
la surface^ supposee rapportee a ses lignes de courbure^ satisf assent 
d une mime equation aux devivees pariielles de laform,e (28) ; V ele- 
ment lineaire de la surface est alors : 

ds^ =^{d:K^ + dY^^). 


Examples de surfaces isothermiques 

Toute surface de revolution 

X = u cos [x, y — a, sin {x, s = cp(w) 

est isothermiqne ; car elle est ainsi rapportee k ses lignes de courbure, 
et son Element lineaire : 

[i +■ rd\u)]du^ -}- ll^d]f 

est de la forme (i3). 
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hd^ Sphere est, par suite, isothermique d’une infinite de manieres. 

2^ Les cdnes et les cylindres dowi les Elements lin^aires (i) et (2), 
donnes au Ch. V, | p* 91 ? se rapportent a leurs lig-nes de courbure, 
sent aussi, d’apres la forme de ces elements lineaires : 

ds'^ = du^ -b ds^ = du^ -b J , 

des surfaces isothermiques. 

3 ° Les surfaces dii second degre sont isothermiques. Nous le veri- 
fierons pour Thyperboloide a une nappe, en nous servant des formules 
du paragraphe precedent. Les formules (6) [| 4 ] donnent, a cet effet, 

[ii — vY ds^ = (a® -b b^) — 24 >o(m^, ir)dudv + 

-b -b — ofdudv, 

Introduisons les paramHres des lignes de courbure, d6finies par (7) 
[I 4 ] posaiit : 


( 25 ) 


du dv 

V' ii^) 


et le ds^ deviendra : 


rf)., 


du 


+ 


dv 


d\L ; 


(26) (^8 4. ^2) 4. — v)-\ 

avec : 

(h — ?^)^Eo = \/'*(m*) v/'t'Co*) + u*) — 

{a — y)*.Go = — ^o{a\ v^) + (« - v f. 

Or, a cause de la forme (9) [| 4 ] de I’int^g-rale de I’^quation d’Euler (7) 
[| 4 ], Eo = const. d^finit les mtoes lig-nes de courbure que |jl = const. ; 
done Eo est fonction de |ji seul ; et, de m^me, Go est function de a seul. 
Done le ds'^ (26) se ram^ne k la forme (i 3 ), caracteristique pour les sur- 
faces isothermiques, en mettant en facteur E^G^. 

4 ® Nous trouverons une nouvelle classe de surfaces isothermiques 
en cherchant les couples de surfaces paralleles (S) et (SJ sur les- 
quelles les iiormales communes d^terminent une correspondance 
conforme, II suffit pour cela, en desig-nant par I, m, n les cosinus 
directeurs de la normale a S, de supposer que, dans les formules (8), 9, 

^1 = ^ + hi, y^ = y ^ hm, z^=z -ir hn, 
ou h est une longueur constante. D’apr^s les formules d’Olinde 
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Rodrigues ^Gh. V, § Ri et R, etaut les rayons de coiirbure princi- 
paux de iSj, on a : 


u I 


^/?^ I 


D/i _ 

I 

Dr 

?>. ~ Ri 

FT ’ 

n ^ Ri 


D>. “ 

■” Rt 

D). ’ 

I 

dj? 

i 


D/2 

I 


R, 

Ta ’ 

du. Ro 

Da ’ 

Du 

Ra 

Du 

Done : 







h 




h 

"l — , 


?>. ~ 1 Ri 

/ a'/. 


Du \ 

Ro 

/ 

• • » • • • ) 

et, pour qu’on puisse identifier ces 
et (9)5 il faut et il suffit que Ton ait : 

formules 

avec 

les formules (8) 


(■— e )=“ 


oil : 


(26) 




2 

“F* 


c’est-a-dire que la courbure moyenne de (S) soit constaute. II en est 
de mdme de celle de (S^). et elle est egale et opposee k celle de (^S) : 
cela est Evident a priori^ a cause de la svmetrie de la relation entre (S) 
et (Si) ; et on constate sans peine .que Fegalite : 


i H ^ — 

Rj — h Rg — h h 

est equivaleiite a (26). Remarquons encore que les centres de cour- 
bure principaux, communs i (S) et (S^), sont conjugu^s harmoniques 
par rapport aux pieds de la normale commune sur les deux surfaces. 
On trouve ainsi un moyen de deduire de toute surface a courbure 

movenne constante -r une surface k courbure moyenne constante ~ ^ , 
“ h ' h 

Ainsi : toute surface a courbure moyenne constante est isother- 

mique. 

5 ® La conclusion pr^cedente n’est plus justifiee si la courbure 
moyenne est nulle, c’est-^-dire si (S) est une surface minima, car h 
devrait alors 6tre infini. Mais il est facile de verifier directement que 
toute surface minima est isothermique, 

Reprenons, a cet efifet, les formulas (6) ; la direction n de la 
normale est definie par la condition : 

[I — im)d{x + iy) -!-(/ + im)d{x — iy) + %ndz = 0, 
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d’ou on tire : 

(27) / + im = 


I ^ im = — 2, 7 z = w + y. 


La condition pour que la normale rencontre la normale infiniment 
voisine s’ecrit ensuite : 



/ 

dl 

dx 


I I 0 

0 = 

m 

dm 

dy 

X 

i — 7 0 


n 

dn 

ds 


00 I 


/ -h im dd 4- d{x + iy) 

I — im d{l — ini] d{x — iy) 
n dn dz 

En y portant les valeurs (6) et (27), on obtient done Tequation diff^ 
rentielle des lignes de courbure, qui se reduit a : 


(28) 


P'du^ + GVd® = o. 


D’autre part, le ds^ est, d’apres les formulas (6), 

(29) ds^ = d(cc + iy) d[x — iy) + ds"^ = — (;/ — vfF^^G^\dadv. 
Pour y introduire les parametres a, [x des lignes de courbure, il suffit 
de poser : 

\i¥'.du — \[¥\dv = rf)., \[F".du + \fiF\dv = d<^, 

et il vient : 

ds^ = (tfA^ _ rfpL*), 

4V7^"' ^ 

ce qui est bien de la forme isothermique. 


Emploi des coordoiin6es peutasphSriques 


6. — Pour que des Equations 
(i) X =/(.)., (i), y = [».), 5 = A(X, p.) 


repr^sentent une surface rapport^e k ses lignes de courbure, il faut et 
il suffit, d’apres ce qu’on a vu, que ces fonctions satisfassent a une 
m^me Equation aux d^rivees partielles de la forme 




4 - L 


a). 


+ M-^=o; 

Dft 


(2) 
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eii ineine temps qii'i’i la condition d’oi*tliuq;*oiialite : 

On pent remplacei- cette condition pai* line autre, de la mauiei-e sul- 
vaiite. Dcsii^nons, pour abrei^er, par le premier membre de (2), 
et nous aurons Tidentite : 


~ Q(x'^ + 4 - — ocHia?) 4 - ^Q(^) + £Q(s) 4 - F, 


On en coiiclut, puisque Q(.r), ^Ms) sent nuls, que la condition ( 3 ) 
equivaut a Q{,jC- + q_ ^2^ _ q 

Done, poi/r que les equations (i) representent line surface rap- 
portee a ses ligaes de courhare, il faat et il sufjit que les quatre 
fonctions x, v, z et (x® 4- 4- z-) satisfassent a une mime equa- 

tion aux derivees partielles de la forme (2). 

Cela equivaut manifestement a dire que i, x, y, z, {x- + y- + z^j 
satisfont a une meme equation aux derivees partielles de la forme 
plus generale : 


( 4 ) 


D-w , Y 1 Ar 1 x' 

L L q- JVl p >,0) = 0 . 


Introduisons les combinaisons : 


(5) „ = 

^ ^ 2 21 

etdesignons sous le nom de coordonnees pentaspheriqiies d’un point, 
de coordonnees cartesiennes rectangulaii'es x, //, z, les cinq quan- 
tites : 

(6) x^ = mx,^ = my, x^ = rnz, x^ = mu, x^ = rnv, 

on m est un facteur de proportionnalite arbitraire ; elles sont liees 
par la relation : 

(7) 4 - OJgS 4- xf H- xf H- j?g 2 == 0. 

Reciproquement, si x^, x^, x.^, Xj^, .r- sont cinq nombres lies par la 
condition [j), on tire des equations (6), en remarquant que u + iv — i,. 


(8) m = x^ + ix-^, x = ^, ij=—, 

et la condition (7) donne : 



— ix^ = — m{x^ + + z^) = m{u — iv) ; 
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oa a done : 

4 - ix- = m{u + iv). — ijo^ = m{u — iv), 

et les dernieres equations x^ = niu^ x~ = mv soat verifiees. Done cinq 
nombres lies par Tequation (7) sont coordonnees pentasph^inques d’un 
point. 

Cela pose, comme Tequation ( 4 ) se transfbrme en une equation de 
meme forme si on y fait le chani^-ement de variable H'-)» 

le resultat enonee plus haut peut se traduire ainsi : 

Pour qiie les equations (i) representent ane surface rapportee 
a ses lignes de coarbure^ il faut et il sufjit que les cinq coordonnees 
pentaspheriques dun point de ceffe surface sntisfassent a une 
meme equation aux derivees partielles de la forme (4). 

Toute combinaison lineaire homogene, k coefficients constants, de 
plusieurs integ-rales de ( 4 ) en est encore une int^grale. Done le mtoe 
resultat subsiste, si on substitue aux coordonnees pentaspheriques, 
precedemment definies, les coordonnees pentaspheriques generates 
qui s’en deduisent par une transformation lineaire et homogene 
orthogonale quelconque. 

( 9 ) x'h = ^^VikXk (A == 1 , 2 , 3, 4, 5). 

k = I 

Dire que cette transformation est orthog’onale signifie qu’elle laisse 
invariante la forme quadratique ; e’est-a-dire que les equations 

h = I 

(9) entrainant I’identite : 

(10) I-a:'/,* = 

/« = I A = I 

Ces transformations orthogonales poss^dent des proprietes toutes 
semblables a celles des transformations analogues a trois variables, 
c"est-a-dire des changements de coordonnees rectangulaires (sans 
deplacement d’origine). 

L’identite fio) equivaut aux conditions d orthogonalite : 

■(i i) = I , ^^ct.nk%hk^ =0 (it # /r' = 1 , 2 , 3, 4, 5) ; 

A = 1 ^ = I 

d’ou Ton deduit, par combinaison des equations (9), les formules 
inverses equivalentes ; 

(12) Xk— ^'^cf.hkx'k ()t= I, 2, 3 , 4 > 5 ), 

h ■= I 

qui satisfontaux conditions d’orthogonaliU analogues a (n), puisque 
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ridentite (lo) ue cesse pas d’avoir lieu; les conditions d'oilhofi[-oiialite 
ainsi obtenues : 

(13) = I, =0 [h ^ h’ = i, 2, 3, o) 

/.' = I A- = 1 

so at done equivalentes aux coaditious (i i ). 

En elevaat au carre le determinant A = <-ies formes (cj), on voit 
qu’il est e^'al a ± i ; et, en choisissant convenablement les notations, 
e’est-a-dire I'ordre dans lequel sont numerotees ces cinq formes lineai- 
res, on pourra supposer qu’il est eg'al a i. Alors I’identification des 
formulas (12 ) avec cedes que donne Tapplication de la regie de Cramer 
aux equations (9), donne encore Tegalite entre les elements de A et les 
mineurs correspondants : 

(14) = (A, A‘= I, 2 , 3, 4, 5). 

Interpretation des coordonnees pentaspheriques generates . ~ II 
resulte immediatement des formules de deHiiition (6; que toale eywa- 
tion lineaire homogene : 

(1 5) o = S-flACCA =^^[(04 + ia^) (x^ + y* + £*) — 

A = I 2 

— m^x — 2a^y — 2a^z — (a^ — a^i]] 

represente une sphere, et reciproquement. Nous pouvons supposer 
les coefficients a/i? qui ne sont definis qu'a un facteur pr^js, choisis de 
maniere a satisfaire a la condition d’orthogonalite : 

(16) 

Nous dirons alors que <2^, sont les coordonnees de la 

sphere. 

On constate immediatement que ie rayon R de cette sph^u'e est 
donne par : 

^ + ^3^ + (gj 4- i 

{a^ + iaD^- + 

On prendra, par exemple, et cela revient a disposer du signe ±, 
laisse arbitraire par la condition (16), 


La puissance du point (x^, x^, x^, 0*4, x^), par rapport a la sphere 
consideree, a done pour expression : 

2R 


(18) 


Pa;=- 


. '^i^ahXh- 

h = j 
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Coasiderons maintenaut une seconde sphere, defiiiie, de in^me par 
ses coordonnees bk (Jt= i, 2, 3, 4-. et de rayon R'. L’ang*le V des 
deux spheres est donne par : 

TiTif 'IT' 2(ai6i + 4" (<2^ — i^3)(64 + — ^b^)(aj^-\-ia>^) 

2nli. cos \ = ; ; ^ ^-77 ^ 17- , 

(n^ + la^) (6^ + 

d’ou: 


(19) cos V = 'I 'Ghbh- 

Ce cosinus est done defini sans amLi|»‘uite, des qu'on se donne les 
signes des rayons des deux spheres. On remarquera ranalog“ie de ces 
formules (16) et (ig) avec celles qui coiicernent les directions^ dans la 
”“eometrie cartesienne, a coordonnees rectaugulaires. 

Gela pose, I’interpr^tation des coordonnees (9) est immediate. Les 
equations x^h = 0 (/i = i, 2, 3, 4» 5) d^finissent cinq spheres (SJ, (S,), 
(S3), (S4), 'S-), ayant pour coordonnees les coefficients des seconds 
membres des equations (9) correspondantes. Ces spheres sont ortho* 
g'onales deux a deux, d’apres les conditions (ii) : elles constituent ce 
qu’on appelle un pentasphere orthogonal^ qui sert de pentasphere 
de reference pour la definition des coordonnees (9). Les coordonnees 
pentaspheriques (9) sont elles-memes, d’apre^s la formule (18 ), /ja'o- 
portionnelles aux quotients obtenus en divisant les puissances da 
point M considere par rapport anx cinq spheres de reference par 
les rayons respectffs de ces spheres, 

En voici une autre interpretation qui nous sera utile. SoitM le point 
considere, et supposons que ses coordonnees x\ et x\ ne soient pas 
nulles toutes deux, e'est-a-dire qu’il ne soit pas un point commun 
aux spheres (SJ et i^Sg). Nous pouvons alors determiner une sphere 
et une seule, (S), passant par M et coupant h angle droit les spheres 
(S3) (S4) (S5) ; car les coordonnees 6^, ig. ig, i^, i- de (S) seront defi- 
nies par les conditions : 

(20) ^^bhXh — o, ^^bh^Vi = o^ V>bhOiiih = o, S=»i/za 5 /i = o. 

h — I h = 1 h = i /^ = I 

Ces equations, en i^, i.,, ig, i^, i-, sont independantes, sans quoi 
on aurait : 

Xk = l3a3;^ + (i = i, 2 , '3, 4» 5), 

et par suite, a cause des conditions d’orthogonalite, x'^^ = x\z=z o ; ce 
qui est contraire k Thypothese. 
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Desi"iions alors [lar \\ el Vo les aiii;*les que (S) fait avec iSJ etiSo) : 
ils soul deHiiis })ar les forinules : 

(21 / cos \\ = 'Z’*bh^ih^ cos Vo = 

A = 1 * = I 

qui eutraiut‘Lit, en tenant coinpte de ^bk~ = i, et des (‘ondilions d'oi'- 
thoeroiialite (i 3 ), la condition : 

(22^ cos-V^ -f cos-V, = I ; 

de sorte que les deux aug*les V^ et Vg sorit complementaices. Uue 
relation suffit done pour les determiner : ou Tobtieut eii eliminant les 
bfi entre les equations (20) et (21). En laissaiit d’abord de cote la pre- 
miere equation (20), on en tire : 

(28) bh = %ih cos \\ + cos Vo (A = I, 2, 8, 4 » : 

et en iDortaiit ces valeurs dans Tequatiou '^bjiJC/i = o, il vient : 

(24j x\ cos V^ -f ^'2 Vg = 0. 

Les equations (22) et (24) determinent cos et cos Vg a un meme 
facteur (it: i) pres : cela tieut a riiideterminaliou que la definition de 
(S) laisse subsister sur le si§“ne de son rayon. Mais, quel que soit le 
signe adopte, la fbrmule (24J doime sans ambigul’t 6 , en fonction de 
cos Vi et cos Vg, le rapport des coox'donnees x\ et 

On remarquera que, si x\^ par exemple, est nul, la solution des 
equations (20) est donnee par bh = %ih ; c"est-a-dire que la sphere (S) 
est alors la sphere (S^). Par suite, cos V^ = i, cos Vg = o, et la for- 

x'i 

mule (24) donne— /= o, x'2 etant, par hypothese, different de zero. 

X 2 

Nous concluons done que les coordonnees pentaspkeriques d'un 
pointy qui ne sont d 6 finies qu’a un mtoe facteur pr^s, sont entiere- 
ment dHerminees par les cosiniis des angles que les spheres passant 
par ce pointy et orthogonales a trois spheres du peritasphere de 
reference^ font avec les deux autres spheres de ce pentasphere. 

Remarque i. — La sphere qui a pour coordonnees Z>g, ^g, 64, b- 
dans le systeme initial x^, Xg, Xg, Xj^, x^ de coordonnees pentaspheri- 
ques, a, d’apres les formules (i2\ pour equation, dans le systeme 
general (9) de coordonnees : 

(I'^bh^hkyx'h — 0. 

;f = I A,— I 

On dira que les quantites 

(29; b'h = ^^bfi^hk (A = I, 2, 3 , 4 , 5 ) 


Vessiot 
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sout, dans le nouveau systeme, les coordoiinees de la sph^?re. II resulte 
des conditions d’orthogonalite (ii) qiie de telles coordonn^es satis- 
font encore a la condition d’orthog^onalite, analog-ue a (i6), 

h - 1 


La transformation des coordonnees des spheres se fait done comme 
celle des coordonnees des points. 

II resulte encore des conditions d’orthogonalite (ii) que la formule 
(19) qui donne Tangle de deux spheres, garde la meme forme eii 
coordonnees peutaspheriques generales. 

Remarque 2. — Soient yoj -2^0 les coordonnees du centre d’une 
sphere (S), R son rayon, P la puissance de Torigine par rapport a (S) : 
les cinq coordonnees peutaspheriques de (S), definies parTequation (i 5 ) 
et la condition = i, sont : 


( 3 o) a^—^ 



£0 
R ’ 



a 


° 2{K 


On pent leur substituer six coordonnees homogenes Cg, Cg, Cg, 
Cg, liees par la condition sym6trique : 

( 3 1) = 

k=i 

Nous poserons, a cet effet, p etant un facteur arbitraire : 

(32) Ci = p(i— P), C2= — pf(i +P), C3 = 2pa:Jo, 

^^4 = 2pyo, CQ= — 2ipR. 

Pour Cq = 0, la sphere est de rayon nul, et Cg, 63, Cj, sout les 
coordonnees peutaspheriques de son centre. Pour Cg o, les formules 
(82) equivalent aux suivantes : 


( 33 ) 






«5 



On pouiTa employer des formules analogues a ces dernieres pour 
passer des coordonnees peutaspheriques generales d’une sphere, defi- 
nies par les equations (29), k des coordonnees homogenes satisfaisant 
a la condition ( 3 i), 

La formule (19) montre qu’une relation lineaire et homogene : 


( 34 ) 


o, 

/.'= I 


ou les Ga,- sont des constaiites quelconques, exprime que la sphere (S) 
coupe la sphere (S'), de coordonnees homogenes : 


( 35 ) c'/i = Ch (A = I, 2, 3 , 4 , 5 ), c-g = i v'G^^ + Gg^ +....-{-052, 
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SOUS Tangle constant V, dunne par la formule : 

( 36 ) i.osV = -^. 

Dans le cas oii les constaiites Ca* verifient la condition = i, on 

a 6*',j = Gg ; les constantes Ca- sont alors elies-memes les coordonnees 
de la sphere (S'), et la condition ( 34 ) exprime qiie les deux spheres (S) 
et (S') sont tangentes. 

Remarque S. — Dans le cas ou la sphere (S) se rMuit au plan 
/mT -h -T vr — 0 = 0, 1, ;jL, v etant les cosinus directeursd’une direc- 
tion normale au plan, les coordonnees Uh sont : 

(87) = A, r.u = p, = v, r/j = — 0, a. = — il {a^ -|- ia^=o). 

Remarque 4 - — On peut passer directement du systeme de coordon- 
nees x'k relatif a un peotasphere orthogonal (11), au systeme de coor- 
donnees relatif a 11 n autre pentasphere orthogonal (IT). Des for- 
mules : 

,/// = iS'^'i/A-jJA- (A-, / = I, 2, 3 , 4 , 5 ), 

h = I /v = I 

on conclut, en ellet ; 

( 38 ) cc"/ = 'Z\ x'ii='E.-p'ii,x'i, (/= I, 2, 3 , 4 , 5 ). 

/i = 1 k I A = I 

Dans cette expression de la coordonnee x"i les coefficients : 
fi^/A = -^^/A-a/iA- (h = I, 2, 3 , 4 , 0), 

/i- = I 

sont encore les coordonnees de la noiivelle sphere de reference (S'/) par 
rapport au premier pentasphere (II j. L’analogie avec les formulas de 
transformation de coordonnees cartesiennes rectangulaires (sans 
deplacement d’origine) est manifesto. 

Condition pour qaiine surface soil isothermiqiie. — D’apr^s ce 
qu’on a vu au | 5 , pour que la surface consid6ree soit isothermique, il 
faut et il suffit que Tequatiou (4) puisse se ramener, par une transfor- 
mation to' = to.x(^., a) a la forme de Tequation ( 23 ) de ce | 5. Done, 
pour que les equations (i) representent une surface isothermiqae, 
rapportee a ses lignes de courbure^ il faut et il suffit que les cinq 
coordonnees pentaspheriques dun point satisf assent d une mime 
equation aax derivees partielles de la forme : 

( 39 ) 

pour un choix conoenable du facteur de proportionnalite qiii figure 
dans ces coordonnees. 
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Renictrqiie ^ — Un raisoiiiiemeiit, semblable a celui du debut de ce 
paragraphe, peat se faire sur les coordoniiees d’uu plan tangent a la 
surface, suppose ecrit sous la forme : 

ax by cz i = o. 

Les coefficients soiitdes foiictious de a et |x; ctpour que la surface, 
definie comme enveloppe de ce plan, ait les llgues \ = const., 
|L = const, pour ligTies de courbiire, il faut et il suffit que i, ci, 6, c 
\a- + + C-) satisfassent a uae memc equation de la forme ( 4 ). 


Application aux oyclides 

7. — Designonspar x^, x^, x,^, x., les cinq coordoniiees pentasphd- 
riques d’un point, dans iin systeme quelconque de telles coordonnees. 
Une surface sera representee par une Equation homogeue entre ces 
coordonnees. Nous avons vii que le cas 011 cette equation est du pre- 
mier degre correspond aux spheres. Les surfaces represeiitees par 
une equation du second degre sontappelees cyclides* 

Il resulte de latheorie des formes quadratiques que si : 

^35 ^41 ^5) 

est uii polyndme du second degr^, homogene, on peut toujours trou- 
ver une transformation lindaire homogene : 

Xjc = '2i^%i^}iXh (A* = ..., 5) 

h = I 

qui laisse iiivariante la forme 'Lxjr transforme fl> en 

Xo, X*3, X^) = 

h = I 

Il existe done un chaiigement de coordonnees pentaspheriques <[iii 
ramene requation de toute cjclide a la forme type : 

V^ShXh^ = 0. 

h = I 

Ecartant les cas paii-iculiers ou un ou plusieurs des Sh — (qui sout 
i*acines de Tequation en 8 obtenue en 4 galant a zero le discriminant de 
<1) — — seraient nuls, nous prendrons I’equation de la cyclide 

h = I 

sous la forme 
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et nous la considerons romme falsant partie de la famille de cvclides 
representee par Teq nation 


on est un parametre arbitraire. 

Les coordonnees Xh etant liees, par hypothese, par la condition 
= o, cette equation (i) est, en c, une equation du troisieme 

h = I 

deg‘re, de sorte que,par chaque point de respace,passenttrois cy elides 
de la famille : les parametres -Jo, de ces trois cyclides sont ainsi 
des coordonnees curvilig-nes pour les points de I’espaee. On calcule 
les Xh en fonction de cr^, ^3 par le mdme mode de calcul qui sert 
pour le probleme analojgue relatif aux families dequadriques homofo- 
cales. Posons : 

h — I 


et nous pourrons ecrire I’identite 




h = i^--ah 


(Qr--(ri)(g— »g3)((r-~ (Tg) 
o(g) 


en neg'ligeant le facteur d’identification du second membre, puisque 
les Xh peuvent fitre calcules a un meme facteur pres. On a ici I’ldeatite 
de decomposition du second membre, fraction ratioiinelle en c, en elei- 
ments simples ; done : 


(2) 




(ah — (Tj) {ah — g2) (fih - G-s) 2,.., 5). 


9(cth) 


Si on suppose Cg = constante, on a ainsi la representation parame- 
trique d"une quelconque des surfaces (i). 

Or si on pose, en g^eneral, 


<0 = 

= sl{a 

1 

t) 

1 



a a&) fTi — a 

1 

2(U 

^ &ff2 2W ’ 


_ I 

1 

to 

1 

^ff^D-cro 


4®^ 


2((Jj — 33) 




Dci> 


<>6) 


0 , 


d’ou 

( 3 ) 
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C’est une Equation de la forme (i i) | 5 : il n’y a qu’a faire, en effet, 

= (c^ — ffg)— ^ dans cette equation (i i), pourretrouver Tequation (3) 
actuelle. Gelle-ci est done bien r^ductible la forme (89) § 6, par une 
transformation w' = 

Done les coordonn^es pentasph^riques (2) de toiite cyclide (i) satis- 
font bien a la condition enonc^e ci-dessus; et les ci/clides sont des 
surfaces isothermiqnes. 

Bemarque 1, — II est ainsi prouve que les trois cjclides du sys- 
teme (i) qui passent en un point se coupent, deux a deux, suivant 
des lig*nes de courbure communes : elles se coupent done a ang*le 
droit; et, par suite, deux quelconques de ces cyclides se coupent a 
angle droit tout le long de leur intersection. 

Remarque 2. — Un calcul analogue s’applique aux quadriques 
bomofocales 



h = I (ih — 0“ 


6tant des coordonn6es rectangulaires. On trouve 




.?(•) = <• - 0.) (« - o.) (• - 


<f'{ah) 

Done a?!, x^, satisfont k I’^quation (i3). Reste a verifier que l^Xh^ 

h = I 


y satisfait aussi. Or la substitution de cette fonction dans le premier 
membre de (i3) donne 


h = I f\ah) ’ 

et ridentite 

^ — q‘3 v3 Uh — gg 

y(<T) /? = I (O' — a/i) 

donne, quand on identifie,et qii’on exprime qu’il n'y a pas de terme 
en c® dans le second membre, 

V3 Q// — 0*3 Q 
h = I 


Application aux transformations conformes 

8. — DSfinitions, — Gonsid^rons une transformation ponctiielle \ 
c/est-a-dire qui (comme le font les d^placements, les homoth^ties, les 



LES CONGRUENCES DE DROITES 


2IU 


inversions, par exemple) fait correspondre k tout point M de Tespace 
un point homolo§“ue M'. Elle est definiepar ses equations : 

(1) = y'z=ff(x,y.z), s' = h{x,y,s). 

qui donnent les coordonnees {x\ y\ 5 ') de M' en fonction des coordon- 
nees {pc^y^s) de M. On suppose qu’inversement a chaque point M' cor- 
respond un point M, c’est-a-dire que les equations (i) definissent des 
forictions implicites : 

( 2 ) x = ¥{x',y\s'), y — G{o!^,y',s'), s = Yi.{x ,y\ s'). 

11 suffit, pour cela, comme Ton sait, que y, h aient des d^rivees 
partielles continues et que le determinant fonctionnel 
pas nul identiquement. 

A tout lieu de points M, la transformation fait correspondre un lieu 
homologue de points M' : a une courbe, une courbe ; a une surface, 
une surface. A deux coiirbes qui se coupent en elle fait corres- 
pondre deux courbes qui se coupent au point M'q, homolog-ue de Mq ; 
a deux courbes tang'entes en M^, deux courbes tangentes en M'q. 
De m6me pour une courbe et une surface ; et pour deux surfaces. 

Gela resulte de ce qu’on deduit des equations (i), en les differen- 
tiant, 

(3) rfx' = g rfx + ^ 4- ^ ds, dy' = ^£dx+^dy + ds, 

ds' = ^^dx + ^^^dy+%ds, 

de sorte qu’a chaque element lineaire [Xy y, s ; dx, dy^ dz)^ corres- 
pond un 614ment lineaire homologue [x\ y\ z' ; dx\ dy\ dz’)^ qui est 
le m6me quelle que soit la courbe, passant en M, k laquelle appartient 
le premier Element. On dit que la transformation des elements lineai- 
res de Tespace, ainsi definie, resulte du prolongement de la transfor- 
mation (i). 

Le carre dd- deFelement lineaii'e transforme est, d’apres les formu- 
les (3), line forme quadratiqiie en dx^ dy^ dz^ dont les coefficients 
sont fonctions de a?, y^ z ; soit ; 

(4) • = ^(dx^ dy^ dz ) ; 

et Tangle des deux elements lineaires homologues de deux Elements 
lin6aires d’un ihdme {3oint — (que nous supposons correspon- 
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clre a deux differentiations dlfferentes r/ et or — est donne par la 
formule : 


( 5 ) 


cos Y' = 


T^d.r 




dy, dz) \^§cc, §ij, oV) 


Cela pose, on dit que la transformation {i)est nne transformation 
conformed si elle conserve les angles ; c’est-a-dire si les homolo^ues 
de deux courbes quelconques qui se coupent en jM, Font au point 
homologue M' un angle egal a celui que les deux premieres font 
en M. Cela revient a dire que Tangle de deux elements lineaires quel- 
conques d’un m^me point M est egal a Tangle des Elements lineaires 
transform es. 

S’il en est ainsi, k un angle droit correspond, en particiilier, un 
angle droit, et par suite Tequation 


ddas 


6 ,X 






8^^ + 


it 

?ds 


6 r 


o 


est une consequence, quels que soient a?, g, s, de Tequation ; 


dx^x -h dgBg -j- ds'Ss = o. 

On en conclut une identite de la forme : 

~ + <'fyS r/ + rfr8:r), 

puisque ces deux equations sont homogenes et du second degrc par 
rapport aux differentielles. Cette identity entraine, dans le cas parti- 
culier Sx = dx^ hij — dij^ Sr = rfr, la suivante : 


(6) ^[dx, dij^ dd) = k’^ix. g, z) {dx'^ + dg^ 4- dz^). 


Done toute transformation conform.e entraine une identite de la 
forme : 


(7) 


ds^ = 


dest-a^dire quelle transforme dans un rapport constant tons les ele- 
ments lineaires d'un rni^me point, ce rapport k etant une fonction des 
coordonn6es du point consid 4 r^. 

Rociproquement, si une telle identite (7), ou (0), a lieu, la for- 
mule ( 5 ) se reduit a : 


cos V' = 




yj dx'^-j~dg^-}-dz^ yj "h 


: COS V, 


et la ti*ausformation est une transformation conforme. 
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La propriete precedente pmt done ^tre prise comme definition 
des transformations conformes "Gf. Ch. 11 , § 2]. 

Recherche des iransfornintions conformes. — Eii veitii cle I’iden- 
tite (7), toute transformation conforme chang'e Teq nation ds'^ = 0 
en dd- = 0 ; elle clian^'e done toute coiirbe minima en une courbe 
minima ; et, par suite, toute developpable isotrope, dont les courl)es 
minima sont confondues, en une surface a eourbes minima doubles, 
e’est-a-dire en une developpable isotrope. 

Cela pose, considerons une droite isotrope : on pent trouver, d’une 
infinite de manieres, deux developpables isotropes qui se touchent le 
long* de cette droite ; les transform ees se toucheront siiivant une ligne 
minima commune, done suivant une droite isotrope. Done, toute 
droite isotrope a pour homologue une droite isotrope ; toute surface 
r^glee isotrope devient une surface reglee isotrope ; et toute sphere, 
qui est doublement engendree par des droites isotropes, se change en 
une surface doublement reglee, a generatrices isotropes, e’est-a-dire 
en une sphere. 

Reciproquement, toute transfoi'mation ponctuelle qui change les 
spheres en spheres, change tout couple de droites isotropes, qu’on 
peut tou jours considerer comme courbe d’intersection de deux spheres 
tangentes, en iin couple de droites isotropes ; elle change done les 
droites isotropes passant j)ar un point iVI en droites isotropes passant 
par son homologue M'; elle change, par suite, rensemble des Ele- 
ments lineaires isotropes de ce point, caractErise par Tequation 
ds'^ = 0, dans I’ensemble analogue, caractErise par Tequation 
dd^ — o. Elle donne done lieu k une identite de la forme (7), et est 
une transformation conforme. 

Les transformations conformes de iespace a trois dimensions 
sont done les transformations qui changent toute sphere en sphere. 

Cela pose, soit (Tj une transformation conforme; et supposons les 
points M rapportEs a un pentasphere orthogonal (71). La transforma- 
tion (T) changeant les spheres en spheres, et conservant les angles, 
change ce pentasphere (ic) en un autre pentasphei'e orthogonal (f). 
Les coordonnees de Thomologue M' de M, prises par rapport a (tc'), 
sont les mEmes que les coordonnees de M par rapport (f). Car ces 
derni6res coordonnees ne dependent que des angles que les sphEres 
menees 2}ar M, normalement k trois spheres de (-), font avec les deux 
autres spheres de (tu) [Cf. page 225 ]. Et comme la transformation (T) 
n’altere pas les angles, elle n’altErera pas non plus les coordonnees 
du point par rapport au pentasphere, suppose transformE en mEme 
temps que lui. 

Soient donenj^ Xo, x- les coordonnees de M pat rapport au 
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pentasph^re (-jt), et bh = {k = i, 2, 5 ; A = i, 2, 5) les 

coordonnees, par rapport k (-n:), des spheres que la transformation (T) 
substitue, respectivement, aux spheres Xk = o (A: = i, 2, 5). 

Le point IVF a pour puissances, par rapport k ces spheres, des quan- 
tit^s proportionnelles aux coordonnees Xk de M, multipliees, respecti- 
vement, par leurs rayons R a-. On a d’autre part, directement, pour ces 
m^mes produits [§ 6, formula (18)], des valeurs proportionnelles aux 
expi'essions : Les formulas de la transformation (T) peu- 

/i = I 

vent done s’ecrire : 

(8) Xk == : x'k = .(A', A = 1 , 2 , . . , 5). 

A = I k — 1 

Done les transformations conformes sont represenfees, en coor- 
donnees pentaspheriques^ par les transformations lineaires homo- 
genes orthogonales. Elies formenty par consequeniy nn groupe de 
00^° transformations y puisqu’il y fig^ure vingt-ciaq coefficients, li^s 
par quinze relations inddpendantes. Le mot de groupe indique que 
deux de ces transformations, effectuees successivement, donnent, 
comme resultat final, une autre transformation conforme, ce qui est 
evident a priori. 

On d^montre que chacune de ces transformations peut se decom- 
poser en deplacements, homotheties et inversions. 

Remarque. — Si nous comparons ces formules (8) avec les formu- 
les du changement de coordonnees pentaspheriques, defini par la 
substitution au pentasph6re de reference (tt), du pentasphere 
iiomologue de (f) par la transformation (T), formules qui seraient 
[I 6, equ. (38)] : 

h = 1 

nous voyons que les inversions correspondent, en coordonnees pen- 
taspheriques, aux changements de coordonnees, comme les deplace- 
ments aux changements de coordonnees rectangulaires de la geometi'ie 
cartesieniie. L’analyse precedente donne la raison de cette analogic. 

Transformations conformes du plan. — Les transformations ponc- 
tuelles d’un plan 

( 9 ) =yi^7 u)^ y' = <7(«^ y) 

se definissent, et se prolongent eu transformations d’elements lineai- 
res {Xy ij ; dXy dy) comme celles de I’espace. Les transformations 
conformes sont encore d^finies par rinvariance des angles : et, en rai- 
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sonnant comme ci-dessus, on constate que cette invariance equivauta 
Tinvariance du a un coefficient A’® pres. En developpant cette 
identity : 


df^ + dg^=:k%dco^-^dy% 
on obtient les conditions : 



<y.T D/y 



On en conclnt par Tidentite de Lagrang'e : 


D.r d^g d-g D,r 


£ etant eg'al a + i , ou a — i , comme il est facile de le vfndfier, suivant 
que les ang'les homolo§*ues ont la mtoe disposition, ou des disposi- 
tions contraires. 


Quoi qu’il en soit, on a deux equations lineaires en ^ 
on tire 


" ?// ^ ^g " Da? ’ 


ce qui equivaut k dire que y* + si £ = + i, g + si z = — i, 

est fonction anal}i;ique de + ig. 

Uetude des transformations conformes du plan equivaut done d la 
tJieorie des fonctions analgtiques dune variable complexe. 

Ges transformations dependent d’une fonction arbitraire, et non 
plus comme dans lecas de I’espace, d’un certain nombre de constantes 
arbitraires. II n’est plus exact que toute transformation conforme 
change tout cercle en cercle ; mais on pent chercher les transforma- 
tions ponctuelles du plan qui changent tout cercle en cercle, comme 
nous avons cherche les transformations de I’espace qui changent 
toute sphere en sphere. 

On introduira, a cet effet, des coordonnees tetracycliqiies^ qui seront : 


I — as® — I + ag® + // • 
a?! = mXy Xo = my^ x^ = m ^ ^ , Xj^ = ni — * — 

et, plus generalement, des combinaisons de celles-la ; 

x!h = (A = I, 2 , 3, 4), 


d<^finissant une transformation lineaire homogene orthogonale k 
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quatre variables. Et ontrouvera que, eiicoorclonneestetracvcliques quel- 
conques, les transformatiom qui chanqent tout cercle en cercle sont 
dejinies par les diverses transformations Uneaires homogenes ortho- 
gonales a quatre variables. On a ainsi iin groiipe de oo ® transforma- 
tions, qu’o!! appelle le groiipe des rayons oecteiirs reciproqiies, parce 
que ses transformations peuveiit se decomposer eu deplacements, 
homotheties et inversions (ou transformations par rayons vecteurs 
reciproques). 

Invariance des lignes de courbure et des reseaux isothermes, — 
Revenons an cas de I’espace : d’apres une remarque deja faite, si les 
coordonnees pentaspheriques ^4, x~ d’un point d’une sur- 

face satis font a une equation de la forme (4) I b, les variables x\^ 
x'.^, .zj'j, qu’on en deduit par une transformation lineaire homo- 
gene quelconque satisfont a la meme equation. Done si les equations 
(i) § 6 representent une surface rapportee a ses lignes de courbure, il 
en sera de m^me des equations qui s’en deduisent par une transfor- 
mation conforme quelconque. 

En d’autres teimes, les transformations conformes laissent inva- 
riant e la propriete dune coarbe dune surface den Stre une ligne 
de courbure [Gf. Ch. XI, | 6j. 

D’autre part, les transformations conformes, multipliant le ds’^y en 
un point M, par une fonction des coordonnees du point M, n'alterent 
point la forme de ds^ d’une surface qui caracterise les coordonnees 
ofthogonales isotheimes. Done les transformations conformes lais- 
sent invar iante la propriete dun reseau de courbes dune surface 
d^tre un reseau orthogonal et isotherme. 

On conclut de la que les transformations conformes changent 
toute surface isothermique en surfaces isothermiques, Gela resulte- 
raitaussi de la remarque faite pour les lignes de courbure ; I’equation 
(4) I 6, etant alors reductible k la forme : 


D-ADp 


= oj.0(a, ;j.). 


Remarque, — Les derniers resultats peuvent etre etablis, et com- 
pletes, sans calcul, par les considerations geometriques suivantes. 
D’apres les remarques du Gli. VI, | 4 > sur les lignes de courbure, toute 
ligne de courbure est unlieu de points M de la surface (S) consideree, 
tel qu’il soit possible d’associer a chacun de ces points une sphere 
tangente ii (S), de majiiere que la sphere tangente en M a (S) soit aussi 
tungente, en ce point, k la sphere infiniment voisine. 11 en resulte 
immediatemeut que toute transformation ponctuelle qui change toute 
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sphtM'e eii sphere chaii"*e, par la-meme, toiite lij^ne Je courbnre do (^S) 
eii line lig*ne de coiirbure de la surface homolo^iie. 

Reciproquemeiit, toute transformation pouctiielle chang'eant toiite 
ligne de courbure en liia;*ue de coiirbure, chani5*e toute surface reglee 
isotrope, non developpable et non spherique, en line surface de memo 
nature, car ces surfaces sont les seiiles dont les lignes de coiirbure 
soient doubles [Ch. Ill, § 7]. De plus, les lignes de courbure de ces 
surfaces etant leiirs generatrices isotropes, et une droite isotrope poii- 
vant etre, d’une infinite de manieres, cousideree comme generatrice 
d’uiie telle surface, la transformation change toute droite isotrope en 
une droite isotrope ; et, par suite, comme nous Tavons vu plus haut, 
toute sphere en sphere. Done toute iransfonnation ponctaelle qai 
change toiiie ligne de courbure en une ligne de courbure est une 
transformation con forme. 

D’autre part, toute transformation conlbrme, qui conserve les angles 
et les rapports des arcs infiniment petits issus d’un meme point, trans- 
forme tout reseau de carres infiniment petits, trace sur une surface, en 
un semblable reseau, trace sur la surface transformee. En d’aiitres 
termes, toute transformation conforme change tout reseau orthogo- 
nal isotherms, trace sur une surface^ en un reseau orthogonal iso- 
t her me de la surface homolog ue. 

En combinant les deux resultats ainsi obtenus, on conclut que toute 
transformation conforme change toute surface isothermique en surface 
isothermique. 

Reciproquement, toute transformation ponctaelle qui change 
toute surface isothermique en une surface isothermique est une 
transformation conforme. En effet, elle doit changer toute sphere en 
sphere, car la sphere (le plan etant considere comme cas particulier 
de la sphere) est la seule surface qui soit isothermique d’une infinite 
de manieres. 
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LES COMPLEXES DE DROITES ET LES EQUATIONS AUX D^RIVtES 
PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 


Elements fondamentaux d’un complexe de droites 

I. — Oil appelle complexe uu svsteme de oo* droites, c’est-a-dire 
line famille de droites dependant de trois paramctres. 

Soit A un point de Tespace ; toutes les droites (D) du complexe qui 
passent par ce point sont an iiombre de oo^, et constituent le cdtie dii 
complexe attach^ au point A : nous I’appellerons le cdne (K). 

Correlativement : soit un plan(P). toutes les droites (D) du complexe 
situ4es dans ce plan sont au nombre de oo^, et euveloppent line courbe 
(G) qui est la courbe da complexe assoeiee a (P). La taugente en tout 
point de cette courbe est une droite du complexe. 

Plus generalemeut nous appellerous courbe du complexe une 




courbe (C) doiit toutes les tangeiites appartieiinent au complexe. Coa- 
siderons sur une telle courbe uu point A, et le cdne du complexe (K) 
associd au point A. Ce cdne est tangent a la courbe (G). Une courbe 
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da coniple.re esf une courbe fanyeiitt^ en chacun de poinfs an 
cone da complete asaocie a ce pjoinf, 

Considerons ua plan (P), et un point A de ce [>lan : cherchons les 
droites du complexe situees dans le plan tP ) et passant par A. On pent 
les obtenir de deux manieres : Considerons d'abord le c6ne du com- 
plexe associe au point A ; les droites cherchees sont les j^eneratrices 
de ce cone situees dans le plan (P). Considerons, d’autre part, la 
courbe du complexe associee au plan (Pj : les droites cherchees sont 
aussi les tangentes issues de A a cette courbe. Cela pose, cherchons 
dans le plan P le lieu des points A tels que deux des droites du com- 
plexe situees dans le plan (P) et passant par A soient confoiidues ; les 
points A correspondants sont, d’apres ce qui precede, tels que le cdne 
du complexe correspondant soil tangent au plan (P) ; et doivent aussi 
etre sur la courbe du complexe. Les droites du complexe confondiies 
coincident avec la generatrice de contact du cone du complexe, et 
avec la tangente cila courbe du complexe. Ainsi la courbe du complexe 
situee dans an plan esf le lien des points de ce plan pour lesquels le 
cdne du complexe esf tangent au plan^ et la generatrice de contact 
en an tel point est la tangente a la courbe. La courbe du complexe 
est ainsi definie par points et par tangentes. 

Considerons maintenant une droite (D) du complexe : prenous sur 
cette droite un point A, et considerons le cone (K) du complexe associe 
au point A ; soit (P) le plan tangent a ce c6ne le 
long de la generatrice (D). A chaque point A de 
la droite correspond ainsi un plan (P). Conside- 
rons aussi la courbe (C) du complexe situee dans 
le plan (P), elle est tangente a la droite (D) preci- 
sement au point A, de sorte qu’a chaque plan (P) 
passant par la droite correspond un point de 
cette droite. II y a une correspondance homo- 
graphique entre les points et les plans dlane 
droite du complexe, 

Precisons la nature de cette homographie. Une 
droite quelconque est representee par deux equa- 
tions de la forme : 

(1) X = flZ-h/, Y = bZ + g, 

Pour qu’elle appartienne k un complexe, il faut et il suffit qu’il 
existe une relation entre les parametres a, b^J\ g ; soit : 

( 2 ) ? («, b, f, g) = o, 

Cherchons alors toutes les droites du complexe infinimeut voisines 
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cle la droite (i) et reacontraiit cette droite. L'ne telle droite est repre- 
seutee par les equations : 

(3) X = (a d* dciY^ d- (/ + dj), \ = (^ d- dbyZi -h (^/ + dg). 

Exprimons qii'^elle rencontre la droite ( i). Les equations : 

(4j Tida d- ^//‘=o, Zdb -f- dg = o, 

doivent avoir une solution commune eri Z,ce (|ui donne ia condition : 

(5) da.dg — db.df — o. 

Le point ddiitersection ^1 des deux droites infiniment voisines aura 
alors pour cote : 

(«) 

Si nous siipposons conuu le point M, les relations (4)? dans les- 
quelles Z estconnu, determinent les rapports des dilferentielles. Et le 
plan qui passe par les deux droites infiniment voisines (i) et (3) s’ob- 
tient en multipliant les equations (3) respectivement par db et — da^ 
et ajoulant. Car cela donne, en tenant compte de (5), rcquation d’un 
plan qui passe par la droite (i) : 

(7) (X (tZ —f)dh — (Y — 6Z — g)da = 0. 

L’equation de ce plan ne depend que du rapport^ . Nous en con- 

cl lions que toates les droites du cornplexe infiniment voisines de la 
droite (D) et rencontrant cette droite en un point M donne sont dans 
an m^me plan; et inversement toutes les droites du complexe infini- 
ment voisines de la droite (D), et situees dans un m^me plan passant 
par (D), rencontrenf cette droite aii meme point. Posons, pour 
abreg'er, 

( 8 ) _ 

Tequation (7) s'ecrit : 

(y) X - aZ \[Y ^bZ^g) = o. 

Montrons qu’il j a une relation homographique eiitre a et Z. II suffit, 
pour cela, de tij*er df., dg des equations (4) et de porter dans I’identite ; 

^ da + ^ db + %df + ^ dc, = o, 
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qui resultede la diflerentiatioii derequatioii du complexe (21. II vient : 


?a nf) 


da + 



o; 


et la relation d'homographie est, d'apres (8j, 


(lo) 




db 



O. 


Consideroiis, eu particiilier, le c6ne du complexe de sommet M ; la 
^eneratrice hifinimeiit voisiue est line droite du complexe, rencoii- 
ti'ant (D) eii M : le plan de ces deux droites est le plan tangent an 
cone du complexe, et nous retrouvons ThomogTaphie prec^demmeut 
definie. 

Soit encore uue courbe du complexe quelconque, taugente k la 
droite (D) au point A. Gonsiderons line tang’ente infiniment voisine de 
cette courbe ; a la limite cette tang^ente rencontre (D) au point A, et le 
plan de ces deux droites n'est autre que le plan osculateur a la courbe 
au point A ; done ce plan osculateur est associe au point A dans 
rhomographie pr^cedeiite. Ainsi ioutes les coiirbes du complexe^ tan- 
gentes a une droite (D) en iin m^me point A, ont mime plan oscala- 
tear en ce point : cest le plan tangent au cone du complexe associe 
an point k, 

Gonsiderons enlin une congruence de droites appartenant au com- 
plexe. Prenons dans cette congruence une droite (D), et sur cette 
droite un point focal A ; le point A appartient a une des nappes de la 
surface focale de la congruence. 11 appartient aussi a Tarete de 
rebroussemeiit d’une des dt^veloppables de la congruence ; et cette 
arete de rebroussemeiit, enveloppe de droites (D) appartenant au com- 
plexe, est une courbe du complexe. Son plan osculateur en A est le 
deuxieme plan focal de la congruence ; d’apres ce qui precede, toiites 
les congruences da complexe^ passant par la droite (D) et ay ant an 
foyer en A, ont mime second plan focal relatif d la droite (D); il y 
a coi'respondance homographique entre ce second plan focal et le 
point A. 


Surfaces du complexe 

2. — Clierchons si dans un complexe il y a des cougruepces ayaut 
une surface focale double. Sur une telle surface les aretes de 
rebroussement des developpables sont des lignes asymptotiques 
[Gh. VI, i I p. 127, ^ 2 p. i 33 ]; or ce sont des courbes du complexe. 
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II s’agit done de trouver des surfaces telles qu’une famille de lig-nes 
asymptotiques soit formee de courbes du complexe. Considerons uae 
telle asymptotique (G) et un de ses points A. Le plan osculateur k la 
courbe (^G) en A est le plan tangent aii edne (K) du complexe associe 
au point A, et ce plan osculateur est tangent a la surface Les sur- 
faces cherchees sont done tangentes en chacun de leurs points au 
edne du complexe associe a ce point. Reciproquement, soit (<I>) une 
telle surface ; considerons en chacun de ses points la generatrice de 
contact (D) du edne du complexe avec le plan tangent. II existe sur la 
surface ( 4 >) une famille de courbes (G), tangentes en chacun de leurs 
points a celle de ces droites (D) qui est ainsi associde a ce point [Gf. 
Gh. VI, p. 126]. Ges courbes (G) sont des courbes du complexe ; leur 
plan osculateur est le plan tangent au cone du complexe le long de la 
droite (D) ; e’est done le plan tangent a la surface (<^), et les courbes 
(^G) sont des asymptotiques de cette surface. 

De telles surfaces, tangentes en chaque point au edne du complexe 
ayant ce point pour sommet, sont appeldes surfaces da complexe. 

Gonsiderons les equations d'une droite du complexe : 

(1) x=as +/, y=:bs + gr ; 
g y sont lids par I’dq nation : 

(2) ?(a, 6,/, £f) = o. 

Transportons Torigine au point {x, ^ 1 ^ appelons X, Y, Z les 

uouvelles coordonndes. Alors X, Y, Z sont les coefficients de direction 
d’une droite qui passe au point x, 5 ; et les coefficients angulaires 
de cette droite etant : 



rdquation du edne du complexe associd au point (x, y, ir) est : 

/X Y X Y \ 

ou, en rendant homogdne, 

( 3 ) ^^(X, Y, Z, xZ — rX, yZ — zY) = o, 

II en resulte que les courbes du complexe sont definies par Inequa- 
tion differentielle^ homogene en dx, dy, dz, 

(4) 'F(dx, dy, dzy xdz — zdx, ydz — zdy) — o. 

On peut la cousiderer comme rdquation mdme du complexe puis- 
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qu'oii en deduit, eii remplacant dx. dij^ dz par X, Y, Z, Tequation 
g-enerale ( 3 ) des cones du complexe ; et qu'on remoiite ensuite a 
Teq nation (2) du complexe, eii faisaiit 

X = a, Y = Z?) Z = I , jc — as y — bs = g, 

Iiitroduisons mainlenant Tequation tang’entielle du c 6 ne du com- 
plexe : 

( 5 ) y{x, y, 5 , U, V, W) = o ; 

qiii exprime, par definition, que le plan 

L:x 4- VY 4 - WZ = o 


est tangent an cone (3). 

La condition pour qu'une surface z = y) soit tangente a ce 
cone en chacun de ses points, est que Fequation ( 5 ) soit verifice 
D^G "'G 

par U = — = /), V = ^= \V = — i \ les surfaces da complexe 
sont done defnies par Inequation aux derivees purtielles : 

(6) ylx, //, r, p, q, — i) = 0, 
qui est de la forme ; 

(7) y, z, p, q) = o. 

Nous obtenons une equation aux derivees partielles du premier 
ordre, qui represente le complexe, an point de vue tangentiel ; puis- 
qu’on en deduit immediatement I’equation tangentielle ( 5 ) du c6nedu 
complexe sous la foxme : 

( 8 ) = 

lavei'semeut, toute equation aux derivees partielles du premier 
ordre (7) exprime que le plan tangent a une surface int^grale est tan- 
gent au cone (8), associe au point de contact. Mais les generatrices de 
tous ces 00^ ednes remplissent en general tout Tespace, et ne forment 
un complexe qu’exceptionnellement. 

De mdme une equation de Monge quelconque, e’est-a-dire de la 
forme, homogene en dx^ dy^ ds^ 

(9) 

ne definit qu’exceptionnellement les courbes d’un complexe, car elle 
n’est pas, en general, rdductible a la forme (4). 
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Sur certaines equations aux d^riv^es partielles 

3. — Pour pouvoir mieux preciser ces cas d'exceptiou, rappelous 
qiielques notions esseutielles de la thcorie geometrique des equations 
aux derivees partielles du premier ordre, c’est-a-dire de la forme : 

(1) V(x, y, z, p, tj) = Q. 

Un element de contact integral est un element de contact dont les 
coordonnees {x^ ij^ s, /?, q) satisfont a I’equation donnee (i). 

Le cdne elementaire associe aii point {x^ r) est I’enveloppe des 
elements de contact integ'raux appurtenant a ce point; son equation 
tangentielle est^, avec les notations precMentes, Tequation : 

( 2 ) — = 

Tout element liiieaire forme d’un point et d’une g'eneratrice dii 
cone elementaire associe ace point s’appelle un dement lineaire inte- 
gral, Si dx^ dy^ ds sont les coefficients de direction d’une telle gene- 
ratrice, Teq nation qui caract^rise les elements lineaires int%raux 
s’obtient en clierchant Tequatioii ponctuelle du c6ne qui a pour equa- 
tion tangentielle I’equation ( 2 ); et en y I'empla^ant les coordonnes 
X, Y, Z par dx^ dy^ dz. Gela revient k eliminer p et q entire les equa- 
tions : 

(3) F(a;, y, z, p, q)z=o, dz —pdx — qdy = o, ^ = o, 

vp Tyq 

qui d^finissent Telement lineaire suivant lequel le cone elementaire de 
sommet (a?, y, r) touche Tel^ment de contact integral ix, y^ 5, /?, y). 
L’cquation obtenue est une Equation de Monge : 

(4) y ^ dx^ 'i dz^ O 5 

qui est dite associ^e k requation aux derivees partielles (i). 

Les courbes integrates sont les courbes dont tons les elements 
lineaires (points — tangentes) sont des Elements lineaii'es integraux. 
Elies sont definies par I’equation (4) . 

Inversement, toute equation de Monge (4) definit les courbes inte- 
grales d’une (Equation aux d^riv^es partielles, qu’on obtient en passant 
de Tequatiou ponctuelle ; 


( 5 ) 


G(a?, y, 5 , X, Y, Z) = 0 , 
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a Tequatiou tang*entielle ( 2 ) correspondante, c'est-a-dire en elimiiiaiit 
dx^ di/, ds entre requation(4) etles equations : 


( 6 ) 


dG 


I « I 


qui Jefinissent les coefficients /?, q du plan tang*entau cone (5) le long 
de la gen erat rice : 


^_X_ A 

d,T dr/ dr * 

Si on fait intervenir le principe de diialite, on est conduit a consi- 
derer, sur chaque element de contact integral, en plus de Telement 
lineaire int^ral, une autre direction. Soit, en effet, A et (P) le point 
et le plan qui constituent Telement de contact integral [x^ 5, /), q ) ; 

au cdne elemental re (K), de sommet A, enveloppe des plans qui for- 
ment avec A des elements de contact integraux, correspond par dua- 
lity, la courbe (F), lieu des points M qui, associes au plan (P), donnent 
des elements de contact integraux ; a la generatrice de contact du c 6 ne 
elementaire (K) et du plan (P), intersection de ce plan et du plan tan- 
gent a (K) iiifinimeut voisin, correspond la tangente a (Fj en A, qui 
joint A au point infiniment voisin de (F). C’est la direction de cette 
tangente qui doit done intervenir ; nous appellerons Felement lineaire 
qu’elle definit avec A : VeUmeiit lineaire caracteristique de Felement 
de contact considere. 

Cherchons cet Element caracteristique. Soit (Ix^ 85) un depla- 
cement infinitesinal du point A; s’il definit Felement considere, F 61 e- 
ment de contact {x + So?, ^ ^ /?, q) est un element de 

contact integral, ce qui s’exprime par les conditions : 

F(:c 4 - Soj, y H- Sy, 5 + 85, /?, q) = o, ^z — phx — q^ = o. 

Dans la premiere, on doit negliger les infiniment petits d’ordre 
superieur ; et comme, par hypoth^se, F^quation (i) est vei'ifiee, il reste 
les equations : 

gs® +g-5^ +g-Sir = o, 8ir=/>8ir + 

qui donnent la direction cherchee. On pent les 4 crire : 

(7) + z’ S) ^ 

Nous sommes maintenant en mesure d ’exprimer analytiquement 
que F 4 quation aux d^riv^es parti elles (i) definit les surfaces d*un 



246 


GHAPITRE IX 


complexe. II resulte, en efTet, du | i, que, dans ce cas, la courbe (F), 
qui est alors la courbe du complexe situ^e dans le plan (P), a pour 
tangente en A la g*eneratrice de contact du c6ne (K) avec ce plan. Done 
Felement lineaire integral et Fel^ment lineaire caracteristique de Fel^- 
ment de contact [A, (P)! sont alors confondus. D’apres les formules (3) 
et (7), on a done : 



pour tout systeme de nombres [x, y, r, /), y) verifiant F^quation (1). 
En d’autres termes, Fequation (8) est une consequence de Teq na- 
tion (i). 

Cette condition est suffisante, car elle entraine la coincidence, pour 
tout 616ment de contact integral, de Felement lineaire integral et de 
F616ment lineaire caraetdristique ; et nous allons montrer que cette 
coincidence exige que les c6nes Elemental res (K) soient les c6nes d’un 
complexe de droites. 

Reprenons, en effet, Fequation ponctuelle (5) des ednes (K). Un 
element de contact integral quelconque est forme d’un point A (x, y, 5), 
et du plan (P), tangent au c6ne (5), le long d’une quelconque de ses 
generatrices : celle^ci est d^finie par ses coefficients de direction 
X, Y, Z ; et les six quantites x^y^ z \ X, Y, Z verifient Fequation (5). 

Un element de contact integral, infiniment voisin, est ddfini, de 
mdme, par les six quantites x 4* So?, y + ^y, z + 85 ; X + 8X, 
Y + SY, Z + 8Z ; et les six differentielles 85?, 8^, 8^ ; 8X, 8Y, 8Z sont 
liees par 8G = o, e’est-k-dire : 


/ \ ■ ^ f rs I d^G , D-G I ^G I ^G psy 


Si la direction 8a?, 8^, 8s est celle de FeUment lineaire caracteristi- 
que du premier element de contact, elle est paralieie au plan (P), ce 
qui donne : 


(lo) 


aG 5 5 , d-G cj 


et, de plus, la direction X + 8X, Y + 8Y, Z + 8Z de la nouvelle 
generatrice de contact est encore dans le plan (P), de sorte que SX, 
8Y, 8Z est aussi une direction de ce plan. On a done egalement : 
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Ea comparaat a I’equatioa (9), on en conclut : 




— ox -{ 4- 



0. 


Les equations (lo) et (ii) definissent done Telement lineaire carac- 
teristique. Si on exprime, des lors, que sa direction est pr^cisement 
X, Y, Z, on deduit de (lo) Tequation : 




qui n’est autre que ( 5 ), en vertu du theortoe d’Euler sur les fonctions 
homog^nes ; et on tire de (i i) la condition cherchee : 


(IP.) 



-h Y^ + Z 




o. 


Nous avons done a exprimer que Tequation (12) est une consequence 
de requation ( 5 ). Nous prendrons celle-ci, a cet efFet, sous la forme 
r^solue : 

03 -r(y, 5,^, 2) = °’ 


et nous y ferons le changement de variable : 


y = 0) + 


Z 


Y X Y 

de sorte que I sera une fonction de ^ y — ^5, de 5, de^ ©t de^ , 
L’ equation ( 5 ) s’^crira ainsi : 

(i 3 ) o = Gsi» — |),aveco) 

et la condition (12) deviendra : 

X — — Z (— + =0, 

3 &) \ 2t Tyoi ) 

e’est-k-dire ; 


^_X 

7>S Z 


Cette equation doit etre une cons 4 quence de (i 3 ); mais, comme 
elle ne contient pas cela exig'e qu’elle soit une identite. On en con- 
clut done, en int^rant, 


X 


X Y 
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L'equatioii (i 3 ) des cones (K) estdonc : 


. 7 ? 




Y 


X 

z ’ 



et, d’apivs les calculs du § 2, c’est Tequation ^enerale des cones du 
complexe : 

/= 'Hf/- n, b). 

Nous pouvons done conclure que les equations aux derivees par- 
tielles dont les surfaces iniegrales sonf les surfaces d'nn complexe 
sont caracterisees par la coincidence de r element lineaire integral 
et de V element lineaire caracteristiqiie de chaciin de lears elements 
de contact integraux, Ce sont les ec/iiations 


(i) ¥{x, y, r, p,q) = o 

qiii entrainent comme consequence algebrique^ V equation 


( 8 ) 


OF /oF 


OF /OF 


wx / trx , \ , vx I I 


0F> 


0/} \o.r 


or/ or/ Vo// 


Les caracteristiques et les surfaces du complexe 


4. — L’int%ration des equations aux derivees partielles du premier 
ordre : 

(0 p< q) = o, 

et des Equations de Mong*e 

(2) G{x, g, s, dx, dy, dz) = o _ 
r^sulte des considerations suivantes : 

On appelle bande integraleian lieu d’cl^ments de contact, apparte- 
nant a line mSme courbe (points — plans tang’ents), et qui sont tons 
des elements de contact int^graux. G’est done un ensemble de 00^ ele- 
ments de contact, satisfaisant aux equations : 

( 3 ) F(.r, 5,/?, y) = 0, ds — pdx — qdy =0. 


Si on prend une courbe quelconque, et si, parchacune de ses taii- 
g’entes on mene un plan tang'ent au c 6 ne 61 (imentaire 
associe au point de contact, on obtient une bande 
int^g-rale. Par une courbe quelconque passent done, 
si Teq nation ( 3 ) est alg’dbrique en jo, un nombre 
limite de bandes integrales. Ce nombre se r^duit 
d’une unite dans le cas oii la courbe est une courbe 
inleg'rale. 

Imaginons une surface integrale (S). Toute courbe 
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trac^e sur cette surface fo limit une bande inte^rale, forniee des ele- 
ments de contact communs a la courbe et a la surface. Parmi elles» 
nous allons chercher celles qiii ont pour support des courbes integ*ra- 
les. En chaque point A de la surface (S), le cone el^mentaire (K) touche 
le plan tani>ent (P) a la surface suivant Telement lineaire integral de 
1 element de contact iiiteg'ral [A, (P)] : il s*ag-jt done de troiiver les 
courbes de (S), qui, eu chacun de leurs points A, ont pour element 
lineaire 1 Element lineaire integ'ral ainsi defini. D’apres les equations 

(3) du paraji’Taphe precedent, cela revient a intej^Ter Tequation diffe- 
reutielle : 

(4) 

^ ^ ' 

Zq 

ou on doit supposer r, /). q remplaces, en fonction de .r et y, au 
moyen de Tequation 

(5) ' r == y) 

de la surface (S). Cette equation (4) est ainsi une equation difleren- 
tielle oi'dinaire ; et, par chaque point de (S) passe une courbe inte- 
g-rale, et, eng*eneral, unese.ule, situee sur (S) : la surface (S) est done 
engendr^e par ces courbes (G). 

Considerons, maintenant, la bande integrate circonscrite h la surface 
le long d’une de ces courbes (C). Les elements satisfont deja aux 
equations (3; du paragraphe precedent, que nous ecrirons, en intro- 
duisant une variable auxiliaire 0 , 

( 6 ) s, p, q)^o, dy=.^^d^, 

Ils satislonl de plus aux equations : 

(l) dp = rclx + sdy, dq = ndx -f tdy^ 

ou r, R, i sont les d^rivees secondes de la fonction ( 5 ). Or, cette fonc- 
tion satisfaisant identiquement a Tequation (i), on en deduit, par 
differentiation. 


. ,dF , 


?F , ^F , 

CT f- .9 b / O. 

'Dr Do ' isq 


Et, en tenant compte des equations ( 6 ) et ( 7 ), ces equations donnent : 
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II resulte de la que les elements de contact de touts surface inte^ 
grale se repartissent en oc ^ bandes qui font partis des oo^ bandes 
definies par les equations (6) el (8). Ces cc^ bandes s'appellent les 
bandes caracteristiques de V equation aux derivees pariielles {i), 
Les courbes qui leur servent de support en sont les coiirbes caracte- 
ristiques^ ou, simplement, les caracteristiques* 

Les bandes caracteristiques dependent bien de trois canstantes arbi- 
tral res. En efl'et, les Equations differentielles : 

( 9 ) {p% + 

se r^duisent a quatre, si on climine Elies entrainent, de plus, la 
combinaison : 


(lo) 0=1 d¥ = ^ dx + ^ dy dz + 
' Zx Zy ^ Zz 




et reciproquement, si cette combinaison rfF = o est verifiee, ces equa- 
tions (9) se r^duisent a trois. Si done on tient compte de Tequation : 

(i") Y{a:,y,z,p,q') = o, 

en en tirant, par exemple, y, et en portant dans les equations (9), il 
resteun syst^jme de trois equations differentielles du premier ordre en 
y, 5, jD, dont Tinteg'^ale generale depend bien de trois constantes 
arbitraires. 

Supposons, aucontraire, quenous integrions le svsteme(9), tel quel.’ 
Nous obtiendrons des fonctions de 6. 


(n) X(i,ya, Zo,Pa,qo)^ = "0 (9 ;-iCo, i/o, 5 o, /Jo, 70), 

5 = ^9 ; aso, yo, Zo, pn, q^), 

(12) /) = ®(9 ; a;o, y^, Zo, /Jo, 70), • q =x(® ! -^o, /Jo, ^o), 

qui, pour 9 = o, par exemple, se reduiront respectivement aux valeurs 
initiales Xq, -ffo, /?o, Elies auront pour consequence Tequation 
(lo), e’est-^-dire : 

(1 3 ) y, z, p, q) = F(a;o, 5o, /Jo, ?o) ; 

de sorte qu’elles definiront une bande caracteristique, pourvu que 
reiement de contact initial (j?o, / 5 o, ^o) qui y fig-ure soit un 

element cle contact integral. 

Done, par tout element de contact integral passe une bande carac- 
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terisfique ef une seule. Et, par suite, ane surface integrale qux con- 
iient iin element de contact integral contient toute la bande carac- 
teristiqiie qai a cet element pour element initiaL 

Nous sommes ainsi en mesure d’effectuer la construction de toutes 
les surfaces inte^rales ; car, si on se donne, sur une surface integrale 
qiielconqae, une bande integrale quelconqiie ^ qui ne soit pas une 
bande caracteristiqiie^ cetfe surface est engendree par les bandes 
caracteristiques qui ont.pour Hementsiniiianx^ les divers dements 
de cette bande. Cela resulte de ce qui precede , 

Reciproquement : les bandes caracteristiques qui ont^ pour ele- 
ments initiaux, les dements dune bande integrale quelconque^ 
engendrent une surface integrale. 

Supposons, en effet, que nous remplacions, dans les equations (i i) 
et (12), les constantes j^o, po, ^0 fonctions 

(1 4 ) x = x^{u), y = y^{ii), 5 = 5o(w), p = pIu), q = q^{ii), 

qui definissent, au moyen du parametre w, la bande integrale donn6e. 
A cause de I’identite (i 3 ), tous les 61 <^ments de contact obtenus sont 
int^graux; et les equations (ii) definissent, en fonction des parame- 
tres 6 et une surface. Pour prouver que c’est bien la surface annon- 
cee, il suffit de verifier qu’elle a, pour elements de contact, les ele- 
ments (i i) et (12) ; c’est-^-dire que, si on d6signe par rf et B les diffe- 
rentiations relatives a 6 et «, respect! vement, les fonctions (ii), (12) 
de 6 et u satisfont aux deux identit^s : 

(1 5 ) D ^ ds — pdx — qdg — o, A ^ 85 — p^x — qlg — o. 

En ce qui concerne la premiere, elle resulte des equations (9). La 
seconde est une consequence de Tidentite : 

rfA — 8D = — dp.lx — dq^y + dx.hp + dylq. 

- En tenant compte des Equations (9), le second membre clevient, en 
effet, 

8 F — ^ (Sr - pix — qZy)d^ ^ 8F — A ^ 


Les elements (ii), (12) etant tous int^graux, oF est mil. II reste 
done, puisque la premiere condition (i 5 ) est realisee, 


(16) 


c/8 “ 


aF 


II faut supposer que, dans le facteur— , les variables sont rempla- 
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ceespar les fonctioris (ii) et (12). On a ainsi uiie equation en A, de la 
forme ; 


(17) 




Or A s’annule pour 6 = 0, puisque les Mements initiaux 04 ) foi'- 
mentune bande d’elements ; et une telle equation (17) n’admet pas de 
solution, autre que la solution A ^ o, qui s’annule pour 0 = o. Done 
la seconde condition (i 5 ) est bien v6rifiee, quels que soient 0 et a. 

En resume, par une bnnde integrale passe ^ en general^ une sur- 
face integrale et une seule, 

Les bnndes integrates qui font exception sont les bandes caracte- 
ristiques. Par une bande caracteristique passent une infinite de sur- 
faces integrates^ qui se rnccordent tout le long de la caracteristique 
servant de support a la bande . 

Si nous revenons maintenant au cas particulier oii I’equation (i) 
est celle qui definit les surfaces d’un complexe, nous voyons, en com- 
parant I’analyse precedente avec celle du | 2, que, les courbes integ'ra- 
les etant les courbes du complexe, les caracteristiques situees sur une 
surface integrale constituent la famille de oc^ courbes du complexe 
qui sont les lignes asymptotiques de cette surface. La condition pour 
qu’il en soit ainsi est que les equations (6) et (8) aient pour conse- 
quence : 

dpdx 4* dqdy = o, 

e’est-a-dire que Tequation (i) ait elle-m^me pour consequence : 


, Z^F \ aF 
*i-p ^ Tys ) ^q 



C’est Tequation (8) du | 3 . Nous pouvons done, d’apr^s les resultats 
de ce I 3 , conclure que les equations aux derioies partielles du pre-^ 
mier ordre pour lesquelles les caracteristiques sunt des lignes asymp^ 
totiqiies des surfaces int^grales^ sont (si on excepte les equations 
lineaires)^ les equations dont les ednes elementaires sont les ednes 
des complexes de droites. 

Remarque i, — Si C Equation (i) est lineaire en /), y, le c6ne ele- 
mentaire se r6duit a une droite ; les courbes caract<§ristique$ sont d6fi- 
nies, independamment des bandes caracteristiques, par les equations, 
en X, y, 5, 


dx 

W 

Ip 


dy 


ds 


dF of , OF 
Oy ^0/) ^ Og 
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II n’v a plus que cc- courbes caracteristiques, qiioiqii'il v ait tou- 
jours oc® baiides caracteristiques, dont chacuiie est detinie par iiue 
caractcu'istique et uiie caracteristique infiniment voisine. 

Les surfaces iutegrales sont celles qui sont eiigen drees par cx^ carac- 
teristiques. Les caracteristiques soiit asvmptotiques pour toutes les 
surfaces integrales dans le casou elles sout des droites, et dans ce cas 
seulement. 

Remarque 2. — Si le c 6 ue du complexe se reduit a iin plan, le 
complexe est appele uii complexe lineaire. Le cone n’a alors pas 
d’equation taiijjcentielle, et la theoide prccedeiite ne s’applique plus. 

Le cas des complexes lineaires sera etiidic clans le chapiti'e suivaut. 


Propri^tes geom6triques des caracteristiques 


5 . — Nous ecarterons, dans ce qui suit, les equations lineaires. 
CoDsid 6 rons un element de contact (j?, y, 5, q) d’une baude carac- 
teristique ; et Felement infiniment voisin ; P intersection des plans de 
ces deux elements est definie par les deux equations : 

Z—s—p{X — x) — qQL^y)=io, (X — x)dp + (Y — y)c/y=o. 

La seconde resulte, eu eifet, de la difFerentiation de la premiere, eu 
tenant compte de : 


dz — pdx — qdij = o. 


Si on compare aux Equations (7) du eu tenant compte des equa- 
tions (8), § 4j des bandes caracteristiques, on voit que V iiiterseciioii 
du plan d\in elemeni de contact d une bands caracteristique avec 
celui de V Hetnent infiniment voisin en est V element lineaire caracte- 
ristique. De la le nom que nous avions donne a cet element lineaire 
[Gf. Gh. YII, 14 , p. 170]. 

Cette propriete suffit a d4fnir les bandes caracteristiques^ par mi 
celles qui ont une courbe integrals comme support, sauf dans le cas 
oil r equation aux derivees part ie lies est cells des surfaces dun com- 
plexe de droites. Car des equations : 


dx = — d^, %= — #J, 
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on coQclut, eii portant clans dF = o. 




c’est-a-clire db = rfr, si on excUit le c.as reserve. Les ecjuations prece- 
dentes sont, des lors, celles cjui definissent les handes caracteristiques 
de Teq nation : 

(i) \\x, y, (i) = o. 


On voit que, dans tons les cas, Telemeiit lineaire integral eL Tele- 
mentlineaire cai'acteristiqiie d’un element de contact (integral) d’une 
surface integrale out, sur cette surface, des dii’ections conjuguees. Ces 
directions sont confondues dans le cas des surfaces crun complexe, ce 
qui correspond bien an fait que les caracteristiques sont, alors, des 
asjmptoliques des surfaces integrales. 

Quant dL\xxcourbes caracterisiiqaes d'une surface integrale, leur 
propriete fondamentale est que, en excluanl les solutions singulieres, 
pour que oo^ caracteristiques enqendrent line surface integrate^ il 
faut et il siiffit que chacune d'elles rencontre la caracterislique 
infiniment voisine, 

Les resiiltats oblenus, au paragi’aphe precedent, sur la generation 
des surfaces integrales par les caractei'istiques (ii) peiivent, en etfet, 
s’enoiicer ainsi : pour qu’une famille de cjo^ courbes (ii) engenclre 
line surface integrale, il faut et il suffit que Ton prenne pour y^^ 
yo des fonctions d’un parametre «, telles que Ton ait k la fois : 


(2) F{Xq, yo, 5 o, Po, qo) = 0, 

( 3 ) osc — p(y^xo — yd ^yo = 0. 


La premiere doit etre supposee I'ealisee, si les equations (i i) repre- 
sentent les 00^ caracteristiques de Tequation (i). Nous allons voir que 
la seconde exprime que deux caracteristiques infiniment voisines se 
rencontrent. 

Gherchons, en effet, a expx-imer qu il en est ainsi- Gontinuons a 
designer par c/ et S les differentiations relatives a 0 et k w. Nous 
devrons exprimer qu’il y a compatibilite entre les equations (i i) et les 
equations qu'on en deduit en les diflerentiant, dans Thypothese ou 
jc, y, 5 sont constants ; ce sont : 


(« 


i‘* + 



fs6+5? = <.. 


^«8 + S,_o, 
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Comme elles iie coiitieniieiit pas .r, ijy s, il suFfit trelimiiier, eiitre 
ces equations, 0 et o9. Or, en remarquant que Ton a, identiquement, 


d’; d' 

dH db 





on conclut, des equations (4), la comblnaison : 

(Oj 6^5 — moi — ^OYj = 0. 

Pour 9=0, celle-ci se reduit a (3 ), qiii en estdonc luie consequence. 
Et on a vu, au parag-raphe precMent, que, si (3) a lieu, (5) est verifiee, 
quel que soit 6. Done, en excluant des solutions sing'ulieres possibles, 

dues a la presence du facteur — dans la formule fondamentale (iG), 

nous concluons que la combinaison (5) des equations (4) est equiva- 
lente a T^quation (3), qui ne contient ni 9, ni 89. Gelle-ci resulte done 
de relimination de 6 et de 89 entre les equations (4). Elle exprime 
done bien la condition d’intersection de deux caracteristiques infini- 
ment voisines. 

Nousvoyons de plus que cette equation de condition (3) estlineaire 
et homog*^ne par rapport aux differentielles des constantes arbi- 
traires qui figureut dans les equations g‘6nerales des caracteristiques. 
On peut suppose!*, sans alterer ce caractere, que les equations des 
caracteristiques soient mises sous la forme : 

(6) P(a!, 5 ; a, V) = 0 , Q(a:, y, s ; a, p, y) = o ; 

car ajj, Po> s’exprimeroat en a, p, y au moyen des Equations : 


^(•^0) Hii ^0 } y) — ® j 

ap 

DP_ 

^Uo 



Q(^ 0 , ya, So : a, y) = o» 

02. 

^Xo 

^yo 

evO 

^50 

= 0 

F(a;o,yo, s^, p^, qo)=o, 

Po 

qo 

I 



seront des formes lineaires homogfenes en 6x, Sp, 8y, 
dont les coefficients seront fonctions de a, p, y ; et la condition (3) 
deviendra une equation de Pfaffen a, p, y : 


(7) 


A(a, p, y)8a + B(*, p, y)8p + C(x, p, y)8y = 0 . 
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Integrales completes 

On retro uve ce resultat, et sa reciproqiie, par la consideration des 
integrales completes. On appelle intec/rale complete de Tequatioii (i) 
toute famille de oc® surfaces integrales : 


(8) y, r; a, = o, 

sous la reserve que tout element de contact integral appartienne a 
rune des surfaces de la famille. Le mode de generation des surfaces 
integrales, obtenu precedemment, prouve Texisteiice d’uiie infinite 
d’integrales completes, pour toute equation (i) non lineaire. 

Soit (S) une surface integrate quelconque, non comprise dans I’inte- 
grale complete (8) ; et une bande integrate de cette surface. Ghaque 
element de contact (E) de cette bande appartient a une des surfaces (8) 
et a Line seule. On definit ainsi oo^ surfaces (8), dont chacune a en 
commun avec (S) une bande caracteidstique, celle qui est definie par 
reiement initial (Ej ; car cette bande caracteristique est toute entiere 
sur (S), et sur la surface (8) consideree. Done toute surface integrale 
est Venoeloppe de oo^ surfaces<,faisant partie de V integrale complete. 

Reciproquement^ toute enveloppe de oo* surfaces (8) a pour elements 
de contact des elements de ces surfaces, e’est-a-dire des elements de 
contact integraux. C’est done une surface integrate. 

De plus, puisqu’on obtient ainsi toutes les surfaces integrales, les 
caracUristiques sonl les courbes d intersection des diverses surfaces 
deV integrale compute^ avec une surface infinimentvoisine quelcon- 
que. 

Une surface integrale quelconque est done definie par deux equa- 
tions de la forme : 

(9) ^)=o, o = 5H^g8x+^8f). 

on a et p sont lies par une relation arbitraire, ^ = cp(a). 

Et les caracteristiques situees sur cette surface sont definies par les 
memes equations, pour les diverses valeurs de a. 

L’ensemble des caracteristiques est represente par les equations ; 

(10) H(ar, 2^ ; a, jS) = o, 

avec les trois constantes arbitraires a, jS, y. 

La condition d’intersection d’une caracteristique (lo) et d’une carac- 
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teristique infiniment voisine s'obtieat en ^liminant y, s entre les 
Equations (10) et les equations : 


-8* + -6 ^=o, 


' /»H , 




) = o; 


Da 

ce qui donne : 

(ii) Bs — Yoa==o. 

C’est bien une equation de Pfaff ; et elle exprime que : 


= ?(«)» v = ?'W* 

On retro uve done la condition que doivent remplir a, y pour que 
les caracteristiques (10) soient eelles qui eng^endrent une surface int6- 
grale. 

Les r^sultats precedents sont done bien, ainsi, demontres de nou- 
veau. 

Etudions, de plus, la reciproque. Remarquons d’abord que fouie 
equation de Pfaff, 

(12) ASa -h BSp + G 5 y= o. 


peuty par un ohangement de variables^ se ramener b la forme inte- 
grable 8a = q, oa h la forme (i i), Bp — y8a= 0. 

Posons, en effet, dans (12), 


t: *o)> 

ttj 6tant une coustante arbitraire; et ij/ 6tant arbitrairement choisi. 
Nous obtiendrons une Equation differentielle en oc et y, dont I’intfigrale 
^enerale sera de la forme : 


= z(“' Y ; s)> 

Po ddsignant une nouvelle constants arbitraire. Nous determinons 
ainsi, par les equations (i 3 ), (i4), 00^ courbes integ-rales deT^quation 
de Pfajff. 

Cela pose, faisons, dans (12;, le changement de variables, d^fini par 
les lormules (i 3 ) et (i4), en y consid 4 rant ao, po comme des variables 
nouvelles, et en tirant a et p. On peut toujours supposer, la fonc- 
tion ^ 4 tant arbitraire, que cette resolution est possible. II viendra une 
Equation de Pfafl: en ag, y, qui,devant 4 tre v 4 rifi 4 e pour des valeurs 
constantes quelconques de et p^, e’est-^-dire, pour Sa^ = 8^5 = o 
se rdduira k la forme ; 


AjjSao + B(j8Po z=: 0, 

ou : 

— Yo(<^o» Po9 = 0- 


Vessiot 


*7 
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Si alors ne depend pas de y, il reste une Equation du premier 
ordre en et seals, qui s'ecrit oa^ =55 0, si son int<§grale g*enerale 
est : 

(1 5 ) aj = M(a„, s N(a, y) (a, = coast,). 

Si, au contraire, la fonction yo depend de y, on la prendra comme 
nouvelle variable, k la place de y, et T^quation de Pfaff sera ramenee 
^ la forme : 

(16) 6&y — yo^“o = 

‘Dans ce cas, la solution gen^rale de (12) est : 

f>o = ?(«o). Y« = ?'(“o) : 

iln’yadonc pas de surface satisfaisaut a T^quation. 

Au contraire, dans le cas precedent, Tequation (12) t^quivaut a : 

N(a, y) const,, 

qui definit une famille de surfaces, satisfaisaut a requation, aiasi que 
toute courbe trac^e sur une de ces surfaces. On dit que, dans ce cas, 
r^uation de Pfaff est inte^rable. 

Cela pos6, supposons un complexe de courbes (6), tel que la condi- 
tion d’interseclion de deux courbes infiniment voisines soit de la 
forme de Pfaff* (7); et supposons cette equation non integrable. On 
pourra supposer qu’on a fait un chang’ement pr 61 iminaire de para- 
metres, tel que cette relation soit r^duite k la forme canouique (it): 

(ll) Sp-^y3a = o. 

Nous pouvons, de plus, supposer les equations du complexe de 
courbes rksolues sous la forme : 

(17) . z — K(oc, y I X, y= L(j 2, y; a, ^); 

sans quoi, en tirant y de Tune des Equations (6) et portant dans 
Tautre, il resterait une relation iud^pendante des coordonnees x, y, z. 

Exprimons que la courbe (17) rencontre la courbe infiniment voi- 
sine ,* il faut kliminer a; et y entre ; 

y = L(aj,y; a,^), g8a+£^8p = o, 8y = g 8a + Sp. • 

Pour que cela reproduise Tequatiou (i i), il faut et il suiffit que Ton 
ait, identiquement : 



X-ES COMPLEXES DE DROITES 


de sorte que les equations (17) s'ecrivent : 


= K(j:, y ; x, p), 


-L ■'r O . 

Da ^ ‘ D^ 


Pour prouver qu’elles representent uue famille de caracteristiques, 
il suffit, des lors, de prouver qu’il existe une Equation aux deriv 4 es 
partieiles, et une seule, avaut pour int^rale complete : 

(19) s = K{x,y,o.,^)-, 

puisque les equations (10) devienueut les equations (18), si on y rem- 
place H par (5 — K) . 

Or les fonclions (19) de j? et ^ satisfont aux Equations : 


et entre (19) et (20) on peut eliminer a et jS, ce qui doiine bieu une 
equation de la forme (i) : 

(i) ?(x,y,z,p,q) = o. 

II faut, toutefois, verifier que cette Elimination ,ne pent donner 

dK dK 

qu’une Equation, c’est^ii-dire que » considErEs comme fonc- 

tions de a, S, iie sont lies que par une seule relation* S'il ea Etait 
autrement, les determinants fonctionuels : 

D^K dK. D^K. dK D^K DK. D^fC dK 
DojDk ^ Da?Dp D« ’ DyD« D« 

seraient identiquement nuls tous deax. On aurait done des identites 
simultauEes : 


DK . dk_ . r -u T _ 

Da ’ Dp DajDa DojDJB D^« 

En diffErentiant la premiere en cn et et comparant aux deux 
dLi dL ' 

autres, on conclut^^^ =0. Mais, alors, la seconde Equation (18), 

qui est L = y, ue contiendrait pas j: et y, ce qui est impossible. 

Nous concluons done que pour qiian complexe de courbes soit 
forme des oo^ caracteristiques (Tune mime equation aux dirioees 
partieiles da premier ordre, il faut et il suffit que la condition d in- 
tersection de deux courbes da complexes infiniment voisines, s' ex- 
prime par une equation de Pfujf^ non integrable^ entre lestrois para- 
metres dont dependent ces 00® courbes. 
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Determination des courbes integrales 


6. — li nous reste k monlrer comment Tintegration de Tequation de 
Monge : 

(2) G(x, y, z, dx, dy, dz) = 0, 

associee, comme on I’a vu au| 3, k Teq nation aux dkrivees partielles : 
(i) F{x,y,z,p,q) — o, 

c’est-k-dire la determination des courbes int^grales de cette equation, 
resulte des considerations precedentes. 

Or toute courbe integrale Jest Tenveloppe des caracteristiques 
definies par les elements de contact initiaux qu^on obtient en associant 
a chaque point M de la courbe integrale le plan tangent mene au cdne 
eiementaire (K), de sommet M, par la generaLrice de ce c6ne qui est 
tangente en M a la courbe. Et ces caracteristiques, ayant une enve- 
loppe, engendrent une surface integrale, puisque chacune d^elles ren- 
contre la caracteristique infiniment voisine. 

Reciproquement, toute famille de caracteristiques engendrant une 
surface integrale, a, puisque chacune d’elles rencontre la caracteristique 
infiniment voisine, une enveloppe ; et cette courbe enveloppe est une 
courbe integrate, puisque tout element lineaire d’une caracteristique 
est un element linkaire integral. 

On obtient done toutes les courbes integrates en cherchant la sur- 
face integrale Iaplu$g4n4rale^ et^ surcelle-ci^ I' enveloppe des carac- 
teristiques qui V engendrent. 

Le resultat se presente sous une forme explicite, si on se donne une 
integrate complete : 

(3) i/,s; a., z=o. 

Une surface integrate quelconque est definie paries caracteristiques : 


(4) U = 0, + (|3=<?(a)); 

et I’enveloppe de ces caracteristiques est definie par les trois equa- 
tions : 


(5) H = 0, 




29(a) 


+ <?'(*) 5p = o, 


ou p doit etre remplace par la fonction arbitraire 9(a). 
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Remarque, — Sur une surface integrate, il y a done uue seule 
courbe int^grale qui n’est pas une caracteristique ; et e’est Tenveloppe 
des caracteristiques Les surfaces int^grales d’une m^me equation aux 
d6rivees partielles ont done une analogic remarquable avec les sur- 
faces developpables : les caracteristiques jouent le role des g^nera- 
tx'ices ; et la courbe int^rale non caracteristique joue le role d’arete de 
rebroussement. Cette analogic devient une identite dans le cas parti- 
culier qui fait Tobjet du paragraphe suivant. 


Complexes speciaux 

7. — Nous dirons qu’un complexe est special quand Thoinograpbie 
quiexiste entre les points etles plans d’une droite du complexe est sp6- 
ciale. A un element d’un systeme correspond toujours le m^me 
Element dans le systeme associ^, sauf pour un seul 41 ^ment du 
premier systeme, dont le correspondant est indetermin^. L’equation 
de rhomographie relative au complexe : 

(i) ?(«, b, = o 

etaiit[| I, equ. (10)] ; 

la condition pour que cette homographie soit sp6ciale est : 

^ ^ ^.?^= 0 . 

^ ' Ti-a ' lyg <yb ' tif 

Le complexe (i) sera done special si cette Equation (2) est une conse- 
quence de requation(i). 

Le complexe des droites tangentes d une surface donne un exam- 
ple de complexe special. Considerons, en effet, une congruence de ce 
complexe ; les developpables de la congruence sont circonscrites h. la 
surface, Tun des plans focaux est done independant de la congruence 
que Ton considere. Meme resultat si on considere le complexe des 
droites rencontrant une courbe donn^e. On obtient done ainsi des 
complexes speciaux. Nous allons montrer qu’il n’y en a pas d’autres. 
Prenons, en effet, requation d’un complexe sous la forme : 


f = ff — b, /) = o'; 
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la condition (2) s’^crira : 


( 3 ) 


zb ' Zf 


Cette relation ne conlient plus elle doit done 6tre une identity par 
rapport k a, 6, f. 

Consid^rons alors une droite (D) du complexe, et les droites inJfini- 
ment voisines qui la rencontrent ; nous avons obtenu la condition 
d’ intersection i, 4 qu, ( 5 j] ; qui s'6crit ici : 

da.dW — db.df = o, 

ou. : 

db.df _ rfa (g + g ^ rf/) = 0. 


Rempla^ons ^ par sa valeur tir^e de ( 3 ), il vient : 


zb Zf Zb 


da.db 


— ^da.df + db.df = 


o, 


ou : 

(4) da — df^ da — db^ = o. 

Supposons, par exemple, que ce soit le premier facteur qui s’annule. 
Le point de rencontre de la droite (D) avec les droites infiniment 
voisines correspondantes est donne [| i, equ. (6)], par : 


( 5 ) 


da Zb ^ 


de sorte que toutes les droites. consider^es coupeut (D) au m^me 
point F : 

( 6 ) x^Qs+f, y = bz + '^, 5 = — 11 . 

Dififerentions ces formulas ; 

dco ~ adz + zda + df dy — bds + zdb + (M., 
d*ou, en remplagant z par sa valeur : 

dtt — adz ~ — ^ da + rf/*, da — bdz = ^ ^ df. 

zb ^ Za Zf 

On en conclut, en eliminant df et tenant compte de la relation ( 3 ) : 

(7) -7-^ (ate — adz) + dy — bdz= o. 
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Les differeutielles rfj?, dy^ ds sont done li 4 es par une relation lineaire 
et homog^ene ; les fonctions s sont, par suite, liees au moins par 
une relation. 

S’il n’y a qu’une relation, le lieu des points F est une surface, et 
r^quation (7), qui deficit les deplacements infiniment petits tangents, 
montre que la droite (D) est tangente a cette surface. S’il y a deux 
relations, le lieu des points F est une courbe et toute droite (D) ren- 
contre cette courbe, puisque chaque point F est sur une des droi- 
tes (D). Les deux seuls cas possibles, pour les complexes speciaux, 
sont done bien les cas indiques. 

Remarque /. — Dans I’equation ( 4 ) nous avons, jusqu’k present, 
considere le seul facteur da — Annulant I’autre facteur : 

db 

da D/ ’ 

nous aurions alors des droites du complexe qui, d’apres T^qua- 
tion (7) du I I, seraient toutes situees dans un meme plan avec (D). 
Ce plan 

(X-«Z-/)|^_(Y-iZ-^) = o 

serait le plan singulier de rhomographie ; et, d’apres I’equation (7), 
il est tangent au lieu des points F. On voit ainsi qu’en prenant Tun ou 
Tautre des facteiirs, on definit le meme lieu par points et par plans 
tangents. 

Remarque 2, — Si Tequation du complexe ne contient ni f ni 
e’est une relation entre les coefficients de direction de la droite (D) ; 
on a le complexe des droites rencontrant une mdme courbe a Tinfini. 

Remarque 3 , — Le calcul pr^c^dent peut s’interprdter dans le cas 
d’un complexe quelconque. L’6quation (2), qui n’est plus alors cons^ 
quence de Tequation du complexe, jointe k cette Equation du complexe, 
definit la congruence des droites du complexe sur lesquelles Thomo- 
graphie est speciale. Ce sont les droites singali^res du complexe. 
Alors toutes les surfaces reglees da complexe passant par une droite 
singuliere ont mime plan tangent au point F de cette droite defini 
precedemment, ce plan tangent etant parallele au plan : 

— ^(x — as) + — bs — o. 

Si le lieu des points singuliers est une surface, Tkquation (7) montre 
que cette surface est aussi Tenveloppe des plans singuliers, et les 
droites singulikres lui sont tangentes. La surface des singalarites est 
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une des nappes de la surface focale de la congruence des droites 
singulieres ; les points et les plans singuliers sont des ^l^ments 
focaux de cette congruence^ non associes entre enx. Si le lieu des 
points singuliers est une courbe, les plans singuliers sont^ 
d’apr^s (7), tangents a cette courbe^ qui est une courbe focale de la 
congruence des droites singulieres . 

Remarque — Considerons ea particulier le cas des complexes du 
second degre. En un point quelconque, le plan associe est tang*ent au 
e6ne du complexe; il est unique et bien'd6termin6. 11 ne peut y avoir 
ind4termination que si le cone du complexe associ4 k co point se 
decompose. La surface des singularites est done le lieu des points 
ou le edne du complexe se decompose ; dest aussi V enveloppe des 
plans pour lesquels la courbe du complexe se decompose, comme on 
le verrait par un raisonnement analog'ue, en se plagant au point de vue 
corr^latif. 


Surfaces et courbes des complexes sp6ciaux 

Revenons aux complexes speciaux : considerons d’abord le cas 
du complexe des tang'entes k une surface Les c6nes du complexe 
sont les ednes circonscrits k cette surface. Les plans tang*ents a (4>) 
constituent une integrale complete. Une surface integrale quelconque 
est done Tenveloppe de c3o^ plans tangents k (<1>), e’est-k-dire une deve- 
loppable quelconque circonscrite k {<!>). Les caract^ristiques, qui sont 
en general les courbes de contact de la surface int6grale avec les sur- 
faces faisant partie de Tint^grale complete, qu’elle enveloppe, sont les 
generatrices rectilignes de ces developpables, e'est-k-dire les droites 
du complexe. Enfin on obtiendra les courbes integrales en prenant I’en- 
veloppe des caracteristiques sur les surfaces integrales ; ce sont done les 
aretes de rebroussement des developpables circonscrites k (<l>) qui sont 
les courbes du complexe. 

Considerons maintenant le complexe des droites rencontrant une 
courbe ; on voit de meme que les surfaces du complexe sont les deve- 
loppables passant par la courbe, les caracteristiques sont les droites 
du complexe et les courbes du complexe sont les arktes de rebrousse- 
ment. 

Ainsi, dans les complexes speciaux, Vequation aux derivees par- 
tielles du premier ordre dont depend la recherche des surfaces du 
complexe a pour caracteristiques les, droites du complexe, Recipro- 
quement, toate equation aux derivees partielles du premier ordre 
dont les caracteristiques sont des droites est associee d un complexe 
special. 
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Soit en effet Tequation aux derivees partielles : 


y, S-, p, q) — o, 

dont les caracteristiques sont des droites. On obtient les surfaces inte- 
grales en prenant une courbe integ^rale et en menant les caracteristi- 
ques tang'entes : done les surfaces integ*rales sont des d^veloppables, 
et le plan tangent est le m^me le long de chaque caracteristique, 
e’est-a-dire que dp — 0, dq = o doivent ^tre consequences des Equa- 
tions des caracteristiques. Cela revient a dire que F = o doit entrainer 
comme consequence les equations : 





O, 




: O. 


Supposons alors que 5 figure dans Fequationaux dErivEes partielles et 
posons : 

F = 5 — 6(^, y, p, q ) ; 


les conditions precEdentes s’Ecriront 



d’ou il rEsulte que 9 est de la forme 

^=px + qy + q), 

et ['Equation aux dErivees partielles est 

z — px — qy — ^{p, q\ 

Le plan tangent a une quelconque des surfaces intEgrales est done 
pX + qY — Z + (j), q) = o. 

L'ensemble de tous ces plans a done une enveloppe, surface ou 
courbe. Le c6ne ElEmentaire associE k un point quelconque est le edne 
circonscrit k cette surface ou k cette courbe, et Tequation aux derivEes 
partielles est bien associEe a un complexe spEciaL 
, Remarque. — Nous avons supposE que z figurait dans I’Equation 
aux dErivEes partielles; s’il n’en est pas ainsi, cette Equation, comme' 
on le prEvoit en changeant le r6le des coordonnEes, ne doit contenir ni 
ni y. Car si on pouvait TEcrire, par example, 

F = 53 — 9 y) = o, 




la condition 
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ne serait pas verifiee. Done Teq nation aux derivees partielles prend 
alors la forme 


^ q) = 0 , 

qui donne le complexe des droites rencontrant une courbe a Tinfini. 
Consid^rons, par exemple^ I’^quation 

I + />“ + y® = 0 

elle d^finit le complexe des droites isotropes; les courbes du complexe 
sont les courbes minima, et on les obtient sans int^g-ration comme 
aretes de rebroussement des developpables isotropes. C’est bien ainsi 
que nous avons determine les courbes minima au ch. Ill, | 4* 


Surfaces normales aux droites du complexe 

8. — Proposons-nous maintenant de chercher les surfaces dont les 
normales appartiennent au complexe d6fini par I’^quation 

(i) — 

Une normale a une surface du complexe est d^finie par les equations 

— (z —s) 

p q 

ou 

X = — /?Z + + yoz, y = — yZ 4- y + 

de sorte que les siirfaces cherch^es sont d6finies par T^quation aux 
derivees partielles 

(a) (j, _ y, a: + par, + qz) = o. 

Si une surface r^pond k la question, toutes les surface's parallfeles 
repondent aussi k la question. 

Si le complexe est special, le probl^me revient k la recherche d’une 
cong'rtience de normales, connaissant une des miiltiplicit6s focales. Si 
la multiplicity focale est une courbe (9), les surfaces cherchyes sont les 
enveloppes de spheres ayant leurs centres sur (9), d’apr^s ce que nous 
avons vu au Chap. VII, | 2, p. i65. Ces spheres constituent, du reste, 
une intygrale complete yvidente de Tyquation du probiyme. 

Si la multiplicity focale est une surface (<I>), le probl^me revient k la 
dytermination des lig*nes ^yodysiques de cette surface [Ch. VII, | 2, 
p. 1 64]. 
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Dans le cas d’un complexe quelconque, nous allons chercher les 
congruences de normales appartenant au complexe : on obtiendra 
ensuite les surfaces au moyen d’une quadrature. Pour que 00^ droites 

a b 1 

soient les normales d’une m^me surface, il faut et il suffit, en posant 
a r. b I 

^ = ■ — ■ ■ , a = z = , Y = ■ , 

\ja^ + 62 ^ I \‘a:^ + 6^ "4- 7 y + 6® + i 

que a<a(/‘4- prf^soit une differentielle totale exacte [Gh. VII, | r , p. 162]* 
Or r^quation du complexe, r^solue par rapport a s’ecrit 

( 3 ) ? = 

et <xdf -I- W (a,y*, g) dg doit ^tre une differentielle totale par rapport a 
deux variables independantes. Determinons a par example en function 
de y*, g^ ce qui donne la condition 

Cherchons une solution de la forme 


® (*»/» ^■) = Cte. 


En different! ant par rapport k f, g^ on obtient 


D0 d-B 


^9 £« 

Tsg ' 7>g * 


et la condition (4) devient 


^ £9 ^ £0 

Fg ‘ 2/”^ Da 


C’est une equation lineaire aux derivees partielles, dont I’integration 
se ramene au systeme d'equations differentielles ordinaires 


dg== 


df _d^ 

D« D/ 


qui determine les caracteristiques. 

Ayant ainsi calcuie % en fonction de J et g, on en deduit p par 
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r^quation ( 3 ), et on a y = \/i — On efifectuera la quadrature 

de diff^rentielle total e 


a = — fa.df+ Wdff, 

etles surfaces cherch^es seront d 4 finies [Ch. VII, | i, p. 162] par les 
formules : 

X=f + CLU, y = ^ -I- Pm, 5 = VM. 

Remarque. — Les developpees des surfaces cherchees sonf les 
surfaces pour lesquelles 00^ geodesiques sont des courbes du com- 
piexe. Ce sont les surfaces focales des cong'ruences coiisid 6 r 4 es. 
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COMPLEXES LINEAIRES 


Gdn^ralitds sur les complexes alg^briques 


I. — Soit une droite 

(i) x = az+f, y — bz^g; 

un complexe algebrique sera d6fini par une relation algebrique entre 
a, bj, g ; 

b,f, g) = o. 

Si on considh'e les droites du complexe passant par un point A, et 
situ6es dans un plan (P) passant par ce point, ce sont les g*6n6ratrices 
d’intersection du plan (P) avec le c6ne du complexe associ6 au point A, 
ou bien les tang-entes issues de A a la courbe du complexe situ6e dans 
le plan (P) [ch. IX, | i] ; si le complexe est algebrique, le cdne et la 
courbe sont alg^briques, et on voit que Vordre da cdne du complexe 
est egal h la classe de la courbe plane du complexe; leur valeur 
commune s'appelle le degre du complexe^ c’estle nombre de droites du 
complexe situ^es dans un plan et passant par un point de ce plan. 

Si ce nombre est 6gal a i, le complexe est appel6 complexe 
lineaire ; le cdne du complexe associe au point A est un plan qu’on 
appelle plan focal ou plan polaire du point A. La courbe du com- 
plexe situee dans un plan (P) se rdduit k un point, qu’on appelle foyer 
ou pdle du plan (P) ; si le plan (P) est le plan polaire du point A, le 
point A est le pdle du plan (P), II y a reciprociU entre un pdle et son 
plan polaire^ au point de vue du principe de duality ; les transforma- 
tions dualistiques n'alterent pas le degre d’un complexe alg*6brique 
quelconque. 
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Coordonn^es homogenes 


2 . — Pour Tetude des complexes alg'ebriques, il j a avantage a 
remplacer a, 6,y*, g par les coordonndes homogenes de droites. 

Coordonnees de PlUcker, — Gonsiderons les Equations d’une droite 
en coordonnees cartesiennes 

(.) 


equations qui contiennent comme cas particulier les Equations (i). 
Nous prendrons pour coordonnees plackeriennes de la droite les six 
quantites 


(3) < 2 , bj c, p = gc — hb, q ha — fc^ r =fb — ga. 


Ges coordonnees sont, comme on le voit immediatement, li^es par' la 
relation homogene 


(4) pa + qb + rc = o. 

Ges six parametres, qui ne sont definis qii’a un m6me facteur pr^s, et 
qui sont lies par une relation homogene, se r^duiseut a quatre en 
reality ; < 2 , i,c.sont les projections sur les axes d’un certain vecteur 
port6 par la droite \ p^q,T" sont les moments de ce vecteur par rapport 
aux axes (en coordonnees rectangulaires). On pent aussi les d^finir 
comme les coefficients des equations des trois projections de la droite 
sur les trois plans coprdonnes, suppos4es mises sous la forme : 


(5) cY — bZ — p=o^ aZ — cX — q = o, bX — aY — r=:o, 
Voyons ce que devieht T^quation du complexe. De ( 2 ,) on tire 



et r^uation 


devient 


Gette Equation rendue homogcne prend la forme 


W (a, b, c, p, q) = o 

on pent y introduire r en vertu de I’^quation (4), et on obtient finale- 
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meut, pour defiiiir le complexe, en coordonnees pluckerieiuies, une 
equation hoinog*ene de degre egal au degre du complexe, 

(6) X («. />> = o- 

Reciproqaement, toute ^uation de la forme pr^cedente peut, k cause 
de rhomog 6 neit 4 , en faisant, dans les formulas (3), c= i, A = o, 
etre ramenee a la forme primitive de Tequation d’uu complexe : 

(7) X (“. 1 . 9 > —f,fb — ga) — 0. 

Gherchons le cdne da complexe de sommet {x, ij, z). Designons par 
X, Y, Z les coordonnees courantes : il r^sulte de la definition des 
coordonnees pluckeriennes que 




X. b — Y — y, c-Z — s, 

6 Z, qz=L aZ — 6*X, bX — oY. 


L’equation du cdne du complexe s’obtiendra en rempla^ant a, b, c*, p, 
q, r par les valeurs precedentes dans Tequation du complexe, C*est 
done : 

x(X-a?, Y— y, Z—s, yZ~sY, sX — xZ, xY—yX) = o. 

Si on transports Torigine des coordonnees, par translation, au 
sommet du cone, cette equation est, simplement, 

X(X, Y, Z, yZ—zY, zX^xZ, xY — yX) = o. 

Si on cherche une courbe da complexe, on prendra 

\ a =; dx, b = dy, c = dz, 

^ P ~ q = — xdz, r xdy — ydx, 

d’ou requation difterentielle des courbes du complexe 

X [dx, dy, dz, ydz — zdy, zdx — xdz, xdy ~ ydx) = 0. 

La condition pour qu’un complexe soit special est [Cb. IX, | 7] 


elle devient ici 


5a * Sff 53 ■ ^ ^ ’ 


^=0 

J>a * 7^p ’ ag* ' D-o ' 


En effet, en prenant I’equatioa du complexe sous la forme (7)*, et 
tenant compte des formulas correspondantes : ^ 


fi=qy 


— ^=/b~qa, 
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elle s’eerit : 


^ zb Zr \ Za ^ zb ^ ^ Zp ~ ^ Zq Zr ) 


Za Zp 

Et il suffit de tenir compte de I’^quation 


+ 6 -t- « ^ + r o, 

Za ^ Zb Zc~^ZD^^Zcr 


Zb 


zc 


zp 


zq 


d6duite de (6) au moyen de Tidentit^ d’Euler sur les fonctions homo- 
genes, pour obtenir Tdquation (8), ou, a cause de son homog^neite, on 
pourra redonner k c une valeur arbitraire, les autres coordonnees 
reprenant les valeurs qui correspondent a cette valeur de c. 

Dans le cas d’un complexe alg^brique quelconque, T^quation (8), 
jointe k celle du complexe, definit la congruence des droites singu- 
lieres- 

Reprenons Tbomograpbie entre droites et plans d’une droite du 
complexe; les coefficients de cette bomographie sont ^ ^ ^ ? 

et par suite, en coordonnees homogenes, ce sont des combinaisons 
lin^aires et homogknes des d6riv4es^ ^ . Considerons la droite 

du complexe {a^, Bq, Cq, Pq, q^ To). 

L’4quation 


Sa ^ + So ^ = 0 
3^0 ^Po 


d4finit un complexe lin4aire contenant la droite consider4e ; et, sur 
cette droite, Tbomographie pour ce complexe lin4aire est pi'4cis4ment 
la m4me que pour le complexe primitif. Ce complexe lin4aire est dit 
tangent au complexe donn6. 

Remarque. — Si nous d4finissons la droite par deux points (a?, y , z) 
et nous voyons que 


c a = x^—x, 6 =/ — ^, c = z^ — z, 

I P = y^' — q = zx' -xz\ r = xy^ — ycd\ 

d'ou comme ci-dessus, T^quation du c6ne du complexe 


(9) z^ -- z, yz'—zy', zd — xz\ 

xy' — ycd) = 0 ; 


Corr41ativement, d4finissons la droite par deux plans («, o, io, e) 
{a\ v\ w', s'). On trouve, en d4duisant des Equations de ces plans, 

uX -f- uY -}- wZ -f- s = o u'X -j- x'Z -}- 's' = o^ 
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celles ties pro jections tie la droite, et eii rameuaut ces deruieres a la 
forme (5) ; 

^ a = mo' — t-Ou\ h = ion' — rno\ c — uv' — vu\ 

) p = .S7z' «.s', 7 = sv Ds\ r =r Sio' — WS. 

Ou obtieiit alors Tequatioii taii^*entieile d’une courbe plane du coin- 
plexe 

(10) yjpfo' — iof)\ wu' — iuv\ no' — fja\ mi ' — (is\ so — ua' ^ 

ufo' — fos') = 0 , 

et on voit bieii aiusi que la classe de cette courbe, comme Tordre dii 
c 6 ne dll complexe. est e^’ale au degre de Tequatioii du complexe. 

Coordonnees geiieraleii de Grassntana et Klein, — Plus generale- 
meiit prenoiis uu tetraMre de reference quelconque, et soient 

Xj^ les coordonnees d’uii point; Wg, iij^ les coordonnees d'uii 
plan. Gonsiderons la droite comme definie par deux points (x), {y). 
Nous prendrons comme coordonnees tie cette droite les quaiitites 

(11) Pi/c = ? 1 . 1 , A- = I, 2 , 3 , 4 ), 

yi yk 

p etant un facteur dliomogeneit^ arbitraire. 

Remai'quons que pa = o et put = — pth^ de sorte que Foil n’obtient 
ainsi que six coordonnees distinctes, par exemple 
jD23. Ge sont les moments relatifs, par rapport au vecteur des deux 
points {pc) (y), des vecteurs ( 3 gaux i pris sur les six aretes du tetrae- 
dre; ou, du moins, des quantites proportioniielles k ces moments. 

Soient deux droites (pi/t) et (p'in^) : le moment relatif M des deux vec- 
teurs correspondants est donne par la formule 

|J.M =/)is p'st + P-Ji p\i + Pl3 p'.n + />48 p’li + Pi.x p\i + Pi-i p'u, 
ou [1 est un facteur constant. 

Si ce moment est nul, les deux droites se rencontrent. Or conside- 
rons le determinant, identiquement iiul. 




Xs 


a.-, 

l/i 

y-2 

•Js 

yi 

x^ 


x^ 

x^ 

Ui 

ys 

ys 

yx 


Developpons d’apres la regie de Laplace ; 

0 = 2 -}- p^^ + Pli Pzs)‘ 

En introduisant la fonctiou 

( 1 2) ^ (pa.) = Pl 2 Psi + Pis Pa + Pu P 2 S> 


Vessiot 
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les coordounees d’une droite quelconque satisfont a la condition 

(i 3 ) ^pif,)=zo, 

et la condition de rencontre de deux droites peut s’ecrire : 


(i 4 ) 


ik 


7 ^^ 

^pik 


= o, 


la sommation s'etendant aux six coordounees. 

Si nousdefinissons la droite par deux plans (?z), (nj, nous prendrons 
pour coordounees : 


(1 5) 


qik = ^ 


Ui Uk 
Vi Uk 


a etaiit un facteiir d'homogeneite arbitraire. Gherchons les relations 
entre les coordonn 4 es pik et les coordounees qik* La droite etantTinter- 
section des plans (w), (n), un point (j?) de cette droite sera I’intersec- 
tion des trois plans (a), (v), (w). Done : 


v ^ x ^ + +■ 1)3^3 4 * ^>4^4 = 0, 

10 ^Xj^ + IV 0 X 2 + = 0 . 

Considerons le determinant : 


«3 

V2 ^3 

102 fo^ ’ 

.^2 ^3 ^4 

on peut prendre, pour la cooixlounee .xv, le coefficient Sf de Sf. 

Pour avoir un autre point (y) de la droite, nous le definirons par les 
trois plans (zz), (u), (,s*), et alors i/i= Wi = . Considerons Tadjoint 

de Q : 

U, IJ, U3 u, 

Vi V, V3 V, 

Wj W 3 w, 

^2 S 3 ^4 • 



Nous avons, entre chaque mineur du deuxieme ordre de forme avec 
les deux dernieres lignes, et le mineur compiementaire de Tadjoint, la 
relation classique, qui s’ecrit, avec la notation defiuie par la for- 
mule ('12), 


Jl 

P 


pik — ^ 


<T ' 


^qik 
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On pent ecrire 
portionalite, 

(16) 


plus simplemenl, eii disposant des tacteui*s de pro- 


pik 


^qik 


et de meme : 
(• 7 ) 


q ik 


^pik 


L’equatiou du complexe sera alors F {pik) = 0, on F {qiii) = 0, les 


indices /, k; h, I se correspoiidant de telle maniere que phi=z—^ : d'ou 


les (Equations du cone on de la courbe dii complexe. La condition pour 
que le complexe soil special est : 


(18) 


yi’ JF 

^p\i‘ ^7^13 


riF &F 

^p2i. ^P\ i ^/?32 


0 . 


Remavqae, — On pent defliiir les coordonnees pik pf^i* ia remarque 
que la droite consideree se trouve dans les plans : 

Pik *r/ + pki JCi + pii Xk = 0 ; 

et on pent deduire de la les relations entre les pik et les qhi» La condi- 
tion ^ (pik) = 0 exprime la condition necessaire est suffisante pour 
que ces quatre plans passent par nne m^me droite, si on suppose 
Pik = — Pki’ Elle est done necessaire et suffisante pour que les ptk 
soient les coordonnees d’une droite. 


Complexes lin^aires 

3 . — Etudions plus specialement les complexes lin^aires. L’equa- 
tion d’un tel complexe est, avec les notations adoptees, 

(1) 2i:A/^//?/^:= o. 

Le complexe est special s'il satisfait a la relation : 

(2) Ajl 2 Ag^ + Ai3 A42 + Aj^^ A 23 == o, 

et cette equation exprime que les \ik sont les coordonnees d’une droite ; 
I’equation du complexe exprime que toute droite du complexe ren- 
coQtre cette droite. C/n complexe lin^aire special est done constitue 
par les droites rencontrani nne droite Jixe, qu’on appelle directrice 
du complexe. 
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Soit (D) uiie dj'oite J'uu complexe liiieaire quelcoaque, M uii poiul 
de cette droite, et (P) son plan polaire. Le cdne du complexe se redui- 
saiit ici ail plan (^P), rhomographie du complexe estcelledes plans (P) 
de la droite (D) associes a leurs poles M. 


Faisceau de complexes 


4 . — Soient deux complexes lineaires : 

(i) 

(.2) ^^hlpik = O ; 

requatioii 

-(Ay,/ d- IB/ii) pik — o 

representera un faisceau de complexes. Cherchons dans ce faisceau les 
complexes speciaux. Ils sont definis par Tequation : 

(3) (Aj_2 4- ^ 3 ^ 2 ) (A 34 + AB 34 ) -f (Ai 3 4- lBi3)(A.i2 + B^ja) 4* 

+ (Ai.i + > 3 ^ 4 ) (Agg 4- ^B23) = 0 , 

equation du deuxieme degre.Z)a/z 5 uii faisceau de complexes lineaires 
il y a done deux complexes speciaux. Cherchons k quel les conditions 
ces deux complexes speciaux sont confondus. 

Supposons, a cet efiet, que X = o soit racine de Pequation (3). La con- 
dition necessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est : 

wA£2A34 O, 

et Teq nation precedente se reduit a : 

(4j /(A,2B34 + A3,B,2 + ... +) ^^(B,2B34 +...) = O. 

Nous appellerons invariant du complexe (i) Texpression : 

(5) A.v = Ai2Ag4 + AjgA^g + Aj^jAgg, 

et invariant simultane deux complexes (i) et ( 2 ) I’expressioii 


(6) 


Aab = 




Tequation ( 4 ) s’ecrit, avec ces notations : 


(7) 4- o. 

Pour que 1=0 soit racine double, il faut en outre que A^b = o. Or 
A = 0 exprime que les Aik sont les coordonnees d’une droite, A^r = 0 
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exprime que cettedmite a[)partient an deuxiome compiexe qiii dpRnit 
le faisceau.Elle appartieatevidemmeat au premier, done ellea[)partieat 
a tons les complexes du faisceau. On coaclut done : j)onr que Curt den 
complexes speciaux soit double, il f ant et U que m direrirtce 

appartienne d tons les complexes du faisceau. 

Pour que I'equation se reduise a une identito, c*est-a-dire pour que 
tous les complexes du faisceau soient speciaux, il taut encore que 
Ab = 0 ; il faut done que les deux complexes soient speciaux, et que 
leurs directrices se rencontrent. 

Nous appellerons congruence lineaire Tensemble des droites c4m 
munes a deux complexes lineaires. Par un point quelconque de I'espace 
passe ea g*en6ral une droite de cette congruence, et une seule : e'est 
1 intersection des plans polaii'es du point dans les deux complexes. On 
voit de m^me que dans un plan quelconque ily. aen general une droite 
de la congruence et une seule, qui joint les foyers de ce plan dans 
les deux complexes. Gonsiderons le faisceau determine par les deux 
complexes qui definissent la congruence. Si ce faisceau contient deux 
complexes speciaux distincts, toutes les droites de la congruence appar- 
tiennent a ces complexes speciaux, et par suite rencontrent deux direc- 
trices fixes ; et reciproquement, une congruence lineaire est formee 
en general des droites rencontrant deux directrices fixes. 

Si les complexes speciaux sont confondus, soit (A) leur directrice 
commune ; considerons un compiexe quelconque (C) du faisceau. (A) 
est une droite du compiexe (Cj ; k chaque point M de (A) correspond, 
homographiquement, son plan polaire (P) par rapport au compiexe (G) ; 
les droites de la congruence passant par M et appartenant au com- 
piexe (G) sont dans ce plan polaire (P). Or les points de (A) ont m^me 
plan polaire par rapport k tous les complexes du faisceau. Les droites 
de la congruence rencontrent la droite (A), et pour chaque point de 
cette droite sont situees dans le plan polaire correspondant. 

Reciproquement, si on se donne arbitrairement une horn ograp hie, 
faisant correspondre a chaque point M d'une droite fixe (A) un plan (P) 
passant par cette droite, Tensemble des oo- droites dont chacune passe 
par un point M et est situee dans le plan (P) associ4 a ce point M est 
une congruence lineaire ; et les complexes speciaux du faisceau cor* 
respondent sont confondus. 

Prenons, en effet, (A) pour axe des z. Un point M de (A) sera d^fini 
par sa cote 5 ; et un plan (P), passant par (A), par son equation 
// — mx= o. L'equation de Thomographie donnee s’ecrira done : 


( 8 ) 


P + + Qm — Kms — o . 



278 


CHAPITRE X 


Les coordonn^es pluckeriennes a, c, p, q, r d'un rayon de la con- 
^ajTuence consid^ree satisfont d’abord a 

(9) = o, 

qui exprime que le rayon rencontre or. Si o eXb ne soiit pas nuls tons 
deux, supposons, par exemple, a o. Le rayon rencontre Or au point de 

cote r = , et se trouve dans le plan bx — ay = 0. La relation (8) 

a 

donne done, en tenant compte de a p bq cr =0 et de (9), 

(id) Ay5 -j- 13<7 -f- Po 0^ = 0 . 

Si 0 = 6 = 0, et si^, q ne sont pas mils tons deux, le rayon rencon- 
tre Ora rinfini, et ses equations sont cy =r p, cx = — q» La rela- 
tion (8) donne done Ap = o, et Tequation (loj est encore verifi^e. 
Elle Test encore pour n = b = p = q — r = o, qui correspond au 
rayon singulier (A). 

En resume, la congruence est definie par les equations (9), (10). 
Or elles d^finissent deux complexes lineaires : Tinvariant du premier 
est nul, ainsi que leur invariant simultane. On retom be done bien dans 
le cas indique. 


Complexes en involution 

5 . — Reprenons le faisceau de complexes precedent. Les deux 
complexes de base sont dits en involution si Aab = 0. Gonsid^rons, dans 
le cas general, une droite (D) commune aux deux complexes. A un 
point M de cette droite correspond homographiquement sou plan 
polaire dans chacun des complexes, soient (P), (Q) ces plans : il en 
r^sulte une correspondence homographique (H) entre les plans (P), (Q) 
de la droite. De mdme, en partant d’un plan de la droite, on verrait 
qu’il existe une homographie (H') entre les points de la droite. 

Gherchons les plans doubles de Thomographie (H). Gonsiderons k 
ceteffet une des directrices (A) de la congruence lin^aix'e definie par les 
* deux complexes, et le plan (D) (A) ; le p6le de ce 
plan par rapport achacundes deux complexes 
est r intersection A! de (D) avec la deuxieme 
directrice (A'), car toutes les droites passant 
par A! et renconti'ant (A) appartiennent k la 
congruence, et par suite aux deux complexes. 
Ainsi, dans chacun des deux complexes. A’ 
est foyer du plan (D) (A); et de m^me A, inter- 
section de (D) et de (A), est foyer du plan 
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(D) (A'). II en resulte que ces plans se correspondent k eux-memes 
dans rhomographie (H), et, par consequent, que ces deux plans sont 
les plans doubles cherches. 

On verrait de meme que les points A et A' sont les points doubles de 
rhomographie (H'). Gela pose, nous aliens montrer que la condition 
= o exprime que chacuue des deux homographies (H) et(H') est 
une involution. 

En effet, pour que rhomographie (H) entre les plans (P), (Q) soit une 
involution, il faut et il suffit que les plans (P), (Q) soient conjugues par 
rapport a ses plans doubles. L’equation dii plan polaire d’un point par 
rapport k un complexe qiielconque du faisceau est : 

^ + I ^ Il 1 = 0 . 

equation de la forme : 

P + >^Q = o. 

Remarquons qu’il en resulte que tous les plans polaires d*un point, 
par rapport aux complexes d’un faisceau, forment un faisceau de 
plans. L’axe de ce faisceau de plans est la droite de la congruence 
lin^aire, commune aux deux complexes, qui passe par le point consi- 
dere. Gonsiderons alors quatre complexes quelconques du faisceau, le 
rapport anhai'monique des quatre plans polaires d’un m6me point 
dans ces quatre complexes est egal au rapport anharmonique des 
quatre quantites >. correspondantes. Prenons en particulier les deux 
complexes de base et les complexes speciaux. Les valeurs de 1 corres- 
pondantes sont 0, oc, et les racines de Tequation 

^(*^11 + ^^14) (-^23 ^^23) = o ; 

et la condition pour que les deux premieres soient conj uguees harmo- 
niques par rapport aux deux autres est : 

"t" ^'2 — ^9 

ou Aab = o. Or, si le point considere se trouve sur la droite (D), ses 
plans polaires par rapport aux deux complexes speciaux, sont preci- 
sement les plans (D) (A) et (D) (A') ; done si deux complexes sont en 
involution, les plans polaires dHun point dans ces deux complexes 
sont conjiiffues harmoniques par rapport aux plans passant par ce 
point et par les directrices de la congruence commune aux deux 
complexes, et reciproquement. 

Gela equivaut bien a dire que rhomographie (H) est une involution. 
La propri 6 t 6 analogue, relative k rhomographie (H'), s’etablirait de 
m^me, en utiUsant les coordonn^es tangentielles qhh an lieu des coor- 
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donnees ponctuelies /}//,.. La propriete de deux complexes d’etre eii 
involution se correspond done a elle-m6me, par duality; et Ton pent 
dire encore : Les pdles d'un plan quelconqiie par rapport aux com- 
plexes efun faisceau sonf snr line droit e qui rencontre les direc- 
trices de la congruence commune aces complexes. Si deax complexes 
sont en involution^ les poles dun plan quelconqae par rapport a ces 
complexes sont conjiigues harmoniques par rapport aux points d in- 
tersection de la droite qui les joint avec les deux directrices de la 
congruence commune a ces complexes ; et reciproquement. 

Coordonnees symetriques dune droite. — On pent g’eneraliser 
encore les coordonnees de droites. Reprenons la relation fondamen- 
tale 

(i) ap + bq cr = o\ 

elle est homogene et du deuxieme degre. Or il existe un type remar- 
quable d’equations du deuxieme degre, celui on ne figurent que les 
carets. Pour ramener a cette forme la relation precMente, il suffit, par 
exemple, de poser : 

lr, + p = („ b + ^ = r + r = t,, 

^ ‘ (a — p== it^i b — q = itj^, c — r = 

La condition devient ainsi : 

( 3 ) t,^ + t^^ + ^ 3 “^ + t,^ + t:^ + t,j = 0 . 

On introduit comme coordonnees homogenes les th, qui sontdes fonc- 
tions lineaires homogenes des coordonnees pliick^inennes. En egalant 
ces six coordonnees k 0 , on obtient les equations de six complexes qui 
sont deux a deux en involution, car on voit facilement que la condition 
pour que les deux complexes 

= 0 , = 0 , 

soient en involuLlon est : 

(4) SAa^B/, = o. 

Ces resultats subsistent si on substitue a a, c, />, q, r, dans la 
definition des coordonnees fo, les coordonnees g6n6rales pi/c : et si on 
remplace, plus generalement encore, les fn par les coordonnees qu’on 
en dediiit par une transformation llneaire homog^ne, orthogonale, a 
six variables, 
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Droites conjuguees 

6 . — Considerons iin complexe ((]), non special, et une drolle. (Ai 
n'appartenant pas a re complexe; considerons la cong^rueiice commune 
a (G) et an complexe special de directrice (A) ; cette congruence a une 
deuxieme directrice (A')qiii est dite la droite conjugaee de (A). II v a 
evidemment reciprocite entre ces deux droites. Toufesles droites du com- 
piexe(C) qiii rencontrent la droite (A) rencontrent sa conjugaee (A'), 
puisque ce sont des droites de la congruence, etinversement toute droite 
rencontrant d lafois les deux droites conjuguees (A^), appartienf 
d In congruence^ef par suite nu complexe. Si on consid^re un point A 
de TA), son plan polaire passe par (A'), puisque toutes les droites pas- 
sant par A et I'encontrant (A'} appartiennent au complexe. Done (A') 
est Venveloppe des plans polaires des points desa conjugnee (A). On 
voit de m^me que (A') est le lieu des pdles des plans passant par sa 
conjuguee (A). Si la droite (A) appartient au complexe (C), la con- 
gruence prec^dente a ses deux directrices confondiies. Les droites du 
complexe sont d elles-mimes leiirs conjuguees. 

Soit Tequation du complexe 

¥{a, b, c, p, y, r) = 4 - A/? + By + Cr = o. 

Cherchons les coordonnees />2? ?2> ^2) conjuguee d’une 

droite b^^c^^p^^^q^^ r^. 11 suftit d’exp rimer que le complexe donne, 
et les complexes speciaux ayant pour directrices les droites (a^, 6 ^, c^. 
Pi-) yi’ ^i)j (^85 ^21 ^2'' P2- '"s)? appartiennent a un m^me Faisceau, 

ce qui donne : 

P + \p^ + \p% =0, ot les analogues. 

Multiplions respectivement par <2^, 6 ^, r^ etajoutons membre 

<\ membre, le coefficient de \ disparait et nous obtenons : 

6i, Ci, y,, f\) 4- +Pi^2) = 

Posons pour a bigger : 

^^fLP% + 

ce qui doniie : 

(i) F{n^, b^, p^, y^, r^) -f V= o- 

Si nous multiplions par a,, b^, yg, r^ et si nous ajoutoiis, e’est 

le coefficient de \ qui disparaitra et nous aurons : 

F{a^, b^, yi, r^) + V == 


(^) 
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Enfin si nous multiplions par A, B, G, P, Q, R, nous obtenons, eii 
posant : 

A = AP 4- BQ + ,GR. 

2A + ^iF (ftp Cp r^] + \F(a2, q^, ^o) = o ; 


ce qui s’ 4 crit, en tenant compte de (i) et (2), 

A == 

,, , ^ A A 

cl OU. . Aj — - ■ fyt L \ • 

b^, p^f q^, r^) 

Nous pouvons done prendre pour coordonn^es de la droite conjuguee 


^2 


= A — 


^ 

F(^i5 b^, 7 %) 


, et les analogues ; 


on : 

( 3 ) = AF (rt^, 6 ^, Pi,qi9 rj — et les analog*ues. 

Supposons qii’on prenne deux droites conjugu^es pour aretes oppo- 
sees du tetraedre de r 6 f 6 rence. Si nous appelons a:, 5, f les coor- 

donn 4 es tetraMriques, nous avons vu que: 

^ a = xt’ — fx\ b = yf — ty\ c = 

) p = 7/5' — 5y\ q — sx' — xc\ r = xy' — yx!, 

Supposons qu’on prenne pour droites conjug'uees les droites (.r = o, 
y = 0) et (;sr = 0, t = o), Leurs coordonnees sont : 

= 0, ^^ = 0, r.^ , = O, q^ = 0 , 7 *^ = 0; 

^2 = o, bo = 0, 6*2 = 0, P2 = o, q^ = ^9 

Exprimons que ces droites sont conjiig*iiees. Les conditions trouv^es 
pr^cedemment nous donnent : 


o = AF{a^,..), 0 = BF(77 ^,..), o = CF — Ac^, o = PF, o = OF, 

r2 = RF. 

Or : 

F(fli, Ci, /?i, yi, = F(o, 0, Ci, 0, 0, 0) = RCi ; 

il en resulte, A n'etant pas nul, par hypothese, que : 

A := Oj B := 0, P = O, Q = 0, R 0, G o, 
Alors : 

A = RG, 

et Tequation du complexe prend la forme r^duite : 

Gr + Rc = 0, 
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ou ; 

( 4 ) r = kc. 

Ell particulier, cherchons a effectuer cette reduction eii axes cart^siens. 
Nous prendrons pour droites conjuguees Taxe 0 ^ et la droite de Tin- 
fini du plan des xy, II faut d’abord montrer qu’il y a des droites dont 
la conjuguee pent etre rejetee a Tinfini. Pour qu’une droite (a^, 6 ^, 

Pi'} yi> ^i) soit a rinfini, il faut et il suffit que <2^ = o, 6 ^ = o, == o ; 
et, d’apres les formules prec^demment tronv^es, les conjuguees de ces 
droites sont telles qne : 

^ 0. Po qo . 

A"" B~C X ’ 

rtg, ^2» ^2 sont done proportion nets a des quantites fixes. Les conjuguees 
des droites de Vinjini sont paraXleles a une niinie direction. Ces 
droites sont les lieux des pdles des plans parallHes a un plan fixe. 
On les appelle diametreSt et les plans parall^les dont les pdles sont 
sur un diametre, sont dits conjuguds a ce diametre. En rapportant 
done un complexe k un diametre et au plan conjugiie, Tequation du 
complexe est de la forme : 

r — kc. 

On peut obtenir cette reduction en axes I'ectangulaires. Il existe, en 
effet, une infinite de droites perpendiculaires a leurs conjugudes. Elies 
sont definies par la relation : 

Oj^a^ “j“ ^1^2 o, 

ou : 

(A«i + 4* GCi) F(a^, r^ — 4- = o. 

Ces droites constituent done un complexe du deuxieme degre. 

Prenons un diametre quelconque b^, ^i? A» ?ij ^i) complexe 
lineaire. Le plan conjugud, passant par Torigine et par la droite a I’in- 
fini, conjugude de ce diametre (o, o, o, p^, yg, Tg), a pour equation : 

p^ 4- q^ 4* ^2^ = 0 ; 

la condition pour qu'il soit perpendiculaire au diamdtre est : 

P^ q* ’ 

ou : 

gj _ _ gj 

RF,-Ar/ 

en posant, pour abreger, 

F, = b^, q, p^, y^, r,). 
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La droite conjug*uee dii diametre etaiit a Finfiui. = 0.^ = q\ 

done sont proportionnels a A, B, (L d'apres les iorniules ( 3 ), 

ce qui donne : 


Or 


A _ B _ G 


«i/>i + 4- c^r-i = 0, 

ce qui donne ici 

\p^ + B<74 -h Gr^ = o : 

done 

= F b^^ r i) — 4 . -{- Qb^ 


Multiplions alors les deux termes des rapports pi'ecedents respec- 

tivement par A, B, C et ajoutons, nous oblenons le rapport eg*al : 

ar ^ 

nous pouvons prendre nr A, = B, = C d’oii = A, et enfin 


pI±^a = ^- ’ analogrues ; 


d’ovi les formules definitives 


( 5 ) 




— A) — B, 6 ’^ — G, 

r, BA „ o CA 

yi — Q 32 ’ ^1 — R 2 C 2 ‘ 


Nous obtenons ainsi un diametre, et un seul, perpendiculaire au plan 
conjugue : e’est Vajre dii complexe. En le prenant pour axe des zr, on 
obtient Tequation r^duite en coordonnees rectangulaires 


r — me = o. 

Le complexe ne depend, quant k sa forme, que d’un seul paramMre m, 
qui est son invariant par rapport au ^roupe des mouvements. 

Si r = 0, e = 0, Tequation est satisfaite ; or r* = o, c = 0 sont les 
coordonnees des di'oites rencontrant Ozr et perpendiculaires a Or. Le 
complexe contienf foates les droites rencontrant V axe et perpendi- 
ciilaires a Vaxe ; c, r sont des coordonnees qui ne changent pas si on 
fait tourner la droite autour de Or : de m^me si on la deplace parall^- 
lement a Or. Autrement dit an mouvement helicotdal daxe Or laisse 
le complexe inaliere. II en resiilte que si on a 00^ droites appurte- 
nant au complexe et ne derivant pas les unes des autres par un mou- 
cement helicoidal, on obtiendra toutes les droites dii complexe en 
faisant siibir a ce systeme ,de droites les translations et rotations 
precedentes, Considerons les di'oites dont les coordoi^nees a, p sont 
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ijulles, et (‘h(‘rchoiis purmi ces clroites celles qui apparliemieal au 
complexe; nous troiivons les clroites 

bx = me, cy — bz = 

qui constituent une famille de g*eneratnces du paraboloide 

,/•// — ms = o. 

Par consequent, pour obienir toiites les clroites (Tun complexes il 
sufjit de prendre un systeme de yeneratrices dan paraboloide 
equilatere et de lui faire sabir tons les deplacements helicoi'daux 
ayant pour axe Vaxe du paraboloide. 


Reseau de complexes 

7 . — = o, o, tp" = o etant les equations de trois complexes 

liiieaires, un r6seau de complexes sera defini par Tequation 

A(I> + 7/$' 4- = o. 

Gonsiderous les droites communes a tous les complexes du reseau, 
e’est-a-dire communes aux trois complexes 0 = 0 , <t>'=o, 4>" = o; il 
y eu a 00 ^ ; elles appartieunent aux complexes speciaux du reseau, on 
peut les definir, en general^ au moyen de trois de ces complexes sp^- 
ciaux. Or un complexe special est forme de toutes les droites x'encontrant 
sa directrice ; les droites precedentes rencontrent done trois droites 
fixes quelconque, elles constituent un systeme de g-eneratrices d’une 
quadrique, le deuxieme system de g'eneratrices comprenant les direc-- 
trices des complexes speciaux du reseau. 

Application. — On peut definir un complexe par cinq droites 
rC appurtenant pas a une mime congruence lineaire. Soient en efiet 
les droites i, 2 , 3, 4^ 5; donnons nous un point P et cherchons-en le 
plan polaire. Gonsiderons les droites i, 2 , 3, 4; il existe deux droites 
(A), (A% qui rencontrent ces quatre droites : ces droites sout conju- 
^uees par I'apport au complexe, et alors la droite passant par P et 
s’appuyant sur (A), (A'), appartieiit au complexe, De m^me en consi- 
derant les droites 2 , 3, 4» nous aurons une deuxieme droite pas- 
sant par P et appartenant au complexe ; le plan polaire de P est alors 
detei-mine par ces deux droites. 

Remarque. — Pour trouver les droites communes a quatre complexes 
tl) = o, 4 >'=o, <>''=0, <>"^=0, 

on pourra, de meme, en general^ substituer, k ces complexes, quatre 
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des complexes speciaux contenus daus la famille des oo^ complexes. 

Le probleme revient ainsi a troiivei- les droites qui reucontrent quatre 
droites fixes quelconques ; et a, comme on salt, deux solutions. 


Courbes du oomplexe 

8. — Proposons-uous de detei-miner les courbes du complexe 

r = kc. 

Coiisiderons ime droite passant par un point {x, r) et de coefficients 
directeurs a, c; pour qu’elle appartienne au complexe, il faut et il 
suffit que 

bx — ay = kc. 

L’equation differentielle des courbes du complexe est done 

(1) xdy — ydx — k.dz. 

Cette equation s’ecrit 

[£) = 

Posoiis 

( 2 ) ks = Y, ^==X, .7^ = P; 

Inequation precedente clevient 

dY — Pc/X = 0 ; 

elle montre que P est la d^rivee de Y par rapport k X. On obtient done 
rint%rale g*enerale de (i) en faisant, dans les Equations ( 2 ), 

(3) X = Y = P=^. 

On obtient ainsi x, y, z exprimees eu fonction d’une variable arbitraire t 
au moyen de deux fonctions arbitraires. Si on prend pour variable 
independante X, il suffira de poser : 

Y=/(X), P=/(X); 

dnou les equations de la courbe : 

(4) *'=/(S). - =/(!)■ 
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Ell posaut euiili : 


t = 

X 


u. 


on obtieiit les expressions de j?, r en fonction de ii : 

(5) .r=V/(K), y=us!J\n), 


II est facile, ea particularisaat la forme de la fonction J', d’obtenir 
des courbes remarquables du complexe. 

On obtiendra toutes les courbes algehriques du complexe eu pre- 
nant pour /*une fonction algebrique de u. Posons ea particulier 


alors 






d’ou 




X = w. 




34 " ’ 


ces’ equations sont celles d’une cubique gauche osculatrice au plan de 
rinfini dans la direction x = y — o, Reciproquement on peut par 
une transformation projective ramener les equations de toute cubique 
gauche a la forme pr^eedente, d*ou il resulte que les tangentes a ioiite 
cubique gauche appariiennent a un complexe lineaire, 

2? Les formulas generales ( 5 ) contiennent un radical, provenant de 
ce qu’on a pose x^=^. On fera disparaitre le radical en choisissant 
le parametre de fa^on que P soit carre parfait. Pour cela considerons 
la courbe plane X = 9 (f), Y = t}/ (?), comma enveloppe de la droite 


X, Y sont tels que 


Y — «'X + 26(tt) = 0 ; 


dX. 


= u^; 


etTenveloppe est definie parTequation de la droite et par 

— mX+ e'(«) = o; 


d*ou Ton tire 

x = ?^, Y = uft'(M)— 2e(a); 


d’ou 

(7) x=a, y = 6 '(k), ^ ^ j^«6 '(“) — 26(m; j. 
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Ces formules permetleut de troiiver Loutes les courbes uiiicursales 
dll complexe ; il n’y a qu’a prendre pour m une fonctioii ration iielle 
d'uu parametre arbitraire, et pour 0 uue fonction rationiielle de 
3 . — L’t^quation differentielle (i) s'ecrit encore : 

4- cl {&VC t§- ^ = kdz ; 

posoiis : 

fa = Y. ..■ctsJ=X, ^ + = 

Ell preiiant X comiiie variable independante, on obtient I’integ'rale 
i^enerale sous la forme : 

arc tg- (0, kz =/( u), .r- + .y- ! 

Ce qiii s’ecril : 

( 8 ) X ~ \/f{ta), cos <0. = Vy'(“) siu to, 5 = .^/(;to). 

On obtient des courbes particulieres en prenaut : 

/(a>) = R^<o + C; 

d’ou : 

(9) cr = R cos ct>, ^ = R sin w, r = ^ w + t/. 

Ce sont des helices tracees sur des cyliudres de revolution autour de 

1 axe du complexe. Le pas de ces helices — ^ est uniquemeut fonction 

de R ; done ioates les helices da complete tracees sur an m^me 
cylindre ay ant Vaxe dii complexe pour axe ont jnime pas. 


Propri6t6s g^n^rales des courbes du complete 

II resulte immediatement de la definition des courbes d’un complexe 
que, dans an complexe lineaire^ le plan polaire d’un point dune 
courhe du complexe est le plan osculateur d la courbe en ce point 
[Ch. IX, I i]. Gonsid^rpiis alors les plans osculateurs a une courbe du 
complexe issus d’un point P. Soit A Tun des points de contact; le plan 
osculateur en A (^tant le plan polaire de A, la droite PA appartient au 
complexe, et par suite est dans le plan polaire de P. II en resulte que 
les points de contact des plans osculateurs issus d'un point a une 
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ronrhe (Viut cjmplexe lineaire sont dans un metne phut passant par 
CP point. Ell particulier les points de contact des plans osrulafenrs 
issus dan point a ane cabiqne gauche sont dans an nd/ne plan pas- 
sant par le point donne. 

Pi*euoiis Ips formiiles ( 71 . Nous trouvons : 

A = y'z" — z’y” = ^ f)T' = | 9". 


B = s'a;'' — .r'r" = — “ e"' = — O'", 


C = jc’y ' — y'jc" = r' ; 


et 


^ y 

x” if 


= 7-6'"''^ 

th 


X' If r"' 

On voitaiors que la torsion an point (ti;, y, i:) est dounee par 


T = 


= 


Elle ne depend que du point, et pas de la eourbe. Done toates les 
courbes du complexe lineaire passant par an point ont mime torsion 
en ce point {Sophus Lie). 


Surfaces normales du complexe 

(j. — 11 11 y a pas lieu de rechercher les surfaces d\in complexe 
lineaire. Soit en effet le complexe lin6aire 

ay — bx kc= o ; 

le plan polaire du point (j?, y, z) est parallfele au plan 
Xy — Yx^kZ = o, 

et pour qu’uiie surface z=f {x^xj) fdt taug^ente a ce plan, il faudrait 
que : 

-- I 

"TT’ 

X 

19 


y — X 

Vessiot 
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Or la condition d’integrabilite 

d^p 

Zy Zsc 

n’est pas realis^e. Le probleme est done impossible. 

Gherchons alors les surfaces dont les normales sont des droites du 
complexe. Nous aurons k int^gi'er I’equation aux deidves partielles 

py — qx — k — o, 

cequi revient a I’inte^ration du systeme 

y — X k ’ 

qui est precis6ment le systeme auquel on arrive lorsqu’ou recherche 
les courbes normales aux plans polaires de leurs points. Ce systeme 
s’ecrit ; 

= — y.dt^ dy = x.dt^ dz — — k.dt ; 

et s’integ-re immedialement. Comme t n'est defini qu’k une constante 
additive pres, I’int^grale g*4n6rale s’^crira : 

^ = R cost, ^ = R sint, z — — kt + h. 

Ces trajectoires orthogonales dependent de deux constantes arbi- 
traires. Ce sont des helices circulaires ayant toutes m6me pas, trajec- 
toires d’un mouvement h^lico'idal uniforme de pas — 2/c7t. 

De la Y interpretation cinematique du complexe lineaire : consi- 
derons un mouvement helicoidal uniforme ; k chaque point M corres- 
pond la vitesse de ce point, et le plan polaire du point M dans le com- 
plexe est le plan perpendiculaire k cette vitesse. Le complexe lineaire 
est constitue par les normales aaxvitesses du mouvement instantane 
d'un corps solide. 

Les surfaces normales du complexe sont d^finies par les equations 

x = v cos u, y — vsinu, z = — + 9 (u) ; 

car elles sont engendrees par les helices pr6cedentes. Ce sont les hdli- 
coides engendr^s par un profil quelconque dans le mouvement prece- 
dent. Les Equations precedentes repr^senteut d’ailleurs rh^lico'ide le 
plus g6n6ral. II en r^sulte que les normales issues d'un point a un 
helicotde sont dans un mime plan (plan polaire de ce point). 

Remarque. — Les helices trajectoires orthogbnales des plans 
polaires s’obtiennent en faisant n == c^®, et leurs trajectoires orthogo- 
nales sont les courbes du complexe situ^es sur les surfaces prec6- 
dentes. Cherchons-les. Formons I’^lement lineaire sur ces surfaces : 
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ou : 


ds^ = d,Tr -f- dy' 4- dzr = 'cos a.dv — v, sin a. du)' -f- 
(sin K. dv 4- gos m. du)' 4- ( — ^ du 4- ^d-duY, 


ds~ = (v^+ fc^)da~ — *iko\dadv 4- (i 4- dv~. 


Les trajectoires ortho^onales des helices v — dv — o, sont defi 
nies par I’equation 


{o^ 4- k~) da — ko',dv = o 

d’ou : 

Leur determination depend d’une quadrature. 


Surfaces r6gl6es du complexe 

10 . — Considerons uue surface r^glee dont les generatrices appar- 
tiennent au complexe; soit (G) uiie de ses generatrices ; elle appartient 
au complexe, done a chacun de ses points M correspond un plan (P) 
qui en est le plan focal ; d’autre part au point M correspond aussi 
homographiquement le plan tangent a la surface en ce point; il en 
resulte qu’z7 y a correspondance homographiqae entre le plan 
polaire d'un point de la yen^ratrice et le plan tangent a la surface 
en ce point; dans cette homographie il y a deux 616ments doubles, 
done SUP chaque generatrice de la surface il existe deux points^ 
A, B, tels que les plans polaires de ces points soient tangents d la 
surface, Considerons le lieu des points A sur la surface; en chacun 
de ces points le plan tangent a la surface est le plan polaire de A ; la 
tangente a la courbe, qui est dans le plan tangent a la surface, est 
done dans le plan polaire; done le lieu des points A, et aussi le lieu 
des points B, qui peuvent dailleurs se confondre algebriquement^ 
sont des courbes du complexe. Le plan osculateur en chaque point est 
le point polaire, done il est tangent k la surface; ces courbes sont 
done des asymptotiqaes de la surface regUe ; les asymptotiques se 
determinant d^s lors au moyen d’une seule quadrature [Ch. V, § 10 ]. 

Il pent arriver que les generatrices de la surface appartiennent k 
line congruence lineaire ; elle's appartiennent alors a une infinite de 
complexes lineaires, et pour chaque complexe, on aura deux lignes 
asymptotiques, courbes de ce complexe. On obtiendra ainsi toutes les 
asymptotiques sans aucune integration. Les generatrices de la sur- 
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face precedeiite s'appuient alors sur deux directrices fixes. C’est le 
cas des conoides a plan directeur et des surfaces r^glees g'enerales dii 
troisieme ordi'e [Gh. V, | lo, p. ii3]. Inversemerit on verrait faci le- 
nient qu’une courbe quelconque du complexe est asymptotique d’line 
infinite de surfaces reg'lees du complexe; on peut done au moyen de 
ces surfaces reglees trouver une courbe quelconque du complexe. 

Si les generatrices de la surface appartiennent a un complexe 
lineaire special, les courbes du complexe sont des courbes planes dont 
les plans contiennent la directrice du complexe ; les surfaces nor- 
males du complexe sont de revolution autoiir de la directrice ; les 
surfaces reglees du complexe sont des surfaces dont les generatrices 
rencontrent une droite fixe ; cette directrice est une asymptotique de 
la surface, et les autres asymptotiques se determinent par deux qua- 
dra tiu'es. 
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TRANSFORMATIONS DE CONTACT. — TRANSFORMATIONS 
DUALISTIQUES. - TRANSFORMATION DE SOPHUS LIE, CHANGEANT 
LES DROITES EN SPHERES 


Elements et multiplicit^s de contact 


I, — Repreaons d’abbrd, en les compl4tant, les notions de la g‘6o- 
m^trie des elements de contact, introduites au chapitre VI, | 4, et 
souvent utilis^es dans les chapitres suivants : 

Un element de contact est I’ensemble d*un point M et d’un plan (P) 
passant par ce point. Un tel ^l^ment est d6fini par ses cinq coor- 
donnSes : les coordonnees (x, z) du point, et les coefficients de 
direction (/?, y, — i) de la normale au plan. 

Considerons un point A, les elements de contact de ce point sonl 
formAs par ce point et tons les plans passant par ce point ; les coor- 
donnees z sont fixes, et q arbitraires. Un point possede done 
00 ® Aements de contact. 

Considerons une courbe ; un de ses elements de contact est forme 
d’un point de la courbe et d’un plan tangent k la courbe en ce point ; 
les coordonnees sont: x, y, z, fonctions d’un parametre arbitraire m, 
et /?, q lies par la relation : 


dx . dv dz 

PTa"^^Tu-Tu 


o. 


II y a done deux parametres arbitraires. Une courbe possede oo® ele- 
ments de contact. 

Considerons maintenant une surface ; un de ses elements de contact 
est forme par un point et le plan tangent ea ce point ; ses coordonnees 


sont X, y, z —f{x, y), p ■■ 


^ , y =-^ . II y a deux parametres arbi- 


to 


traires, done une surface poss6de oo® elements de contact. Remar- 
quons que jo, q peuvent ne dependre que d’un seul parametre ; c est le 
cas des surfaces developpables, qui possfedent ainsi oo® points et oo^ 
plans tangents, et correspondent par dualite aux courbes, qui posse- 
dent 00 * points et oo® plans tangents. 
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Les points, conrbes et surfaces, qui sont engendrees par oo® elements 
de contact, sont appeles multiplicites^l^. Plus g^neralement on appel- 
lera multiplicite toute famille d’elements de contact dont les coor- 
donnees verifient la relation : 

(i) dz — pdx — qdy = o. 

Si ces coordonnees ne dependent que d’un paramfetre arbitraire, on 
aura les multiplicltes ; si elles dependent de deux paramtoes 
arbitraires, on aura les multi plicites Mg. 

Cherchonsa determiner toiitesi les multiplicltes Mg : Les coordon- 
nees X, z, p^ q sont fonctions de deux parametres arbitral res : 

y=giu,v), z=h{u,v), p=k{a,v), q = l{ii,v). 

Gonsiderons les trois premieres relations ; on peut ^liminer entre elles 
V ; et, par suite de cette Elimination, on peut obtenir une, ou deux, 
ou trois relations. 

Supposons d’abord qu’on obtienne une relation : 

¥(x, y,z) = o 

5, par exemple, est alors fonction de y ; et si on ecrit que la rela- 
tion (i) est satisfaite quels que soient on obtient : 



Ce qui donne les ElEments de contact d’une surface. 

Supposons qu’on obtienne deux relations : 

F(x, y, z) = o, G(x, y,z) = o ; 

deux des coordonnEes sont fonctions de la troisieme ; par exemple 
X, y sont fonctions de z : 

^ = ?(A U = 

ces equations definissent une courbe et Tequation (i) devient : 
dz — p(^\z)dz — = O 5 

ou : 

4 - q^'{z) — 1 = 0 . 

Le plan de TelEment de contact est done tangent k la courbe, et n’est 
assujetti qu’a cette condition : on obtient done Jes elEments de contact 
d’une courbe. 



TRANSFORMATIONS DE CONTACT 2^0 

Eafin si on obtient trois relations, c’est que x, y, z sont des con- 
stantes ; Tequation (i ) est v6rifiee quels que soient /?, y, qui sont alors 
des paramMres arbitraires, et on a ies elements de contact d'un point. 

Cherchons maintenant les multiplicites ; a?, />, q sont fonc- 

tions d’un seul paranatoe : 

y=g{f)^ z = h{t), p=k{t), q = l{t). 

Gonsiderons les trois premieres equations, et entre elles ^liminons t- 
Nous obtenons deux ou trois relations. 

S"il y a deux relations, le lieu des points de la multiplicity, qu’on 
appelle aussi support de la multi pli cite, est une courbe, et les plans 
ne dependant que d’un parametre, k chaque point de la courbe corres- 
pond un plan tangent dytermine ; on a une hande d' eliments de 
contact. 

S’il y a trois relations, x, y, z sont des constantes, le support est 
un point ; on a alors une famille de plans dependant d'un parametre 
et passant par un point fixe ; e'est ce qu’on appelle un c6ne Siemens 
taire, 

Considyrons deux multiplicitys ; elles peuvent avoir en commun 
zyro ou un yiyment de contact, ou une infinite. 

Considyrons le cas d’^^7^ element de contact commun ; si les multi- 
plicitys sont deux points A, A', il ne pent y avoir un yiyment de con- 
tact commun que si les deux points sont confondus^ et alors il y a oo^ 
eiyments de contact communs. 

Si les multiplicitys sont un point et une courbe, le point est sur la 
courbe, et tous les plans tangents k la courbe en ce point appartiennent 
k des yiyments de contact communs, qui sont ainsi au nombre de oo^. 

Si les multiplicitys sont un point et une surface, le point sera sur la 
surface, et Tyiyment de contact commun sera unique et constituy par 
le point et le plan tangent a la surface en ce point. 

Gonsiderons deux courbes ; si elles ont un yiement de contact com- 
mun, elles se rencontrent en un point, et si elles n’y sont pas tan- 
gentes, il n y a qu’un yiement de contact commun. 

Gonsiderons une courbe et une surface ; il y aura un yiyment de 
contact commun si la courbe est tangente k la surface. 

Enfin deux surfaces ont un yiement de contact commun si elles sont 
tangentes en un point. 

Il y aura oo* elements de contact communs pour un point sur une 
courbe, deux courbes tangentes en un point, une courbe situye sur 
une surface, deux surfaces circonscrites le long d’une courbe. 

Gonsidyrons un point qui decrit une courbe ; nous avons une 
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famille de 00^ points dont chacun donne a la courbe 00^ Elements de 
contact. 

Gonsid^rons une surface engendree par une courbe : nous avons 
00^ courbes dont chacune a en commun avec la surface une bande, et 
par suite donne a la surface cx»^ elements de contact. 

Consid^rons la surface enveloppe de 00^ surfaces ; envelop- 

pee a en commun avec Tenveloppe une bande de 00^ elements de con- 
tact. Dans les trois cas, nous avons oc^ multiplicit^s Mg generatrices, 
donnant chacune a la multi plicite engendree c»^ elements de contact. 

Considerons le cas ou chaque element generateur ne donne au con- 
traire qu’un element de contact a la multiplicite engendree : oo® points 
engendrant une surface ; oc^ courbes formant une congruence de 
courbes (dans cecas, comme danscelui des congruences de droites, il y 
a en general une surface focale, tangente a chacune de ces courbes, et 
ayant avec chacune un element de contact commun) : enfin si on consi- 
dere 00^ surfaces, elles ont une enveloppe qui a en commun avec cha- 
cune d’elles un element de contact. 

Remarques, — Dans les trois cas precedents, quand nous disons 
que chaque element generateur donne un element de contact a la 
multiplicite, il faut entendre que cette multiplicite peut se decomposer 
eu nappes, et que cela s applique alors k chacune des nappes separe- 
ment. 

2® Il y a un cas exceptionnel, celui de courbes ayant une courbe 
pour enveloppe ; on a alors 00^ courbes donnant chacune a cette enve- 
loppe 00* elements de contact. 


Transformations de contact 

2. — On appelle transformation de contact toute transformation des 
elements de contact qui change toute multiplicite Mg en une multi- 
plicite Mg. Une telle transformation est deKnie par cinq equations : 

(0 y, z,p, q), y’=g{x, y, s,p, q), z'=h{a'.,y, z,p, q), 

P' = y, z, p, q), q' = l{x, y, z, p, q). 

Si r^Idmeiit de contact variable {x, y, z, p, q) appartient k une multi- 
plicite, ses coordonnees verifient la condition ; 

(2) dc — pdx — qdij — Q^ 

et, pour que Teiement transforme {x\ y\ p\ f) appartienne aussi ii 
une multiplicite, il faut et il suffit que ; 
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(2') dz — — q'dif — o. 

Une transformation de contact est done definie par des equations (i) 
telles que chacune des equations de Pfaff (2), (2^) se transforme en 
Tautre quand on v fait le chaiij^ement de variables defini parces (Equa- 
tions. G’est ce qu’on exprime en disant que les transformations de 
contact sont les transformations en r,/?, q qui laissent invariante 
r^quation de Pfaff (2;. 

Une telle transformation change deux multiplicites ayant uii element 
de contact commun en deux multiplicites ayant un element de contact 
commun ; et de m^me deux multiplicites ayant 00^ elements de contact 
communs en deux multiplicites ayant oo^ elements de contact communs. 
Une transformation de contact change les points, courbes et surfaces 
en points, courbes, ou surfaces, indistinctement. 

Reprenons les equations de la transformation, et entre elles 61 imi- 
nons p.q^ p\ q\ nous obtenons une, ou deux, ou trois relations entre 
\ x\ y\ z\ 

Transformations ponciuelles prolonqees. — Si on obtient trois 
relations : 

(3) ,r' =/(aJ, y, s), y'= g{x, y, 5 ), r' = k{x, y, s), 

dans la transformation de contact est contenue une transformation 
ponctuelle. Une telle transformation change un point en point, une 
courbe en courbe, une surface en surface; deux courbes qui se ren- 
contrent se transforment en deux courbes qui se rencontrent, deux sur- 
faces tangentes eri deux surfaces tangentes. A un element de contact, 
commun a deux multiplicites, correspond un Element de contact com- 
mun aux deux multiplicites ti'ansformees. On obtiendm p\ q‘ en 
fonction de /?, q en considerant r' comme fonction de x\ y\ Alors : 

+ qdy\ dy'= ds' = ... 

Eliminant (ir, dy entre ces trois relations, ou obtient une (Equation 
de la forme : 

a?5'= k{x, y, 5 , p, q) dx' + I{x, y, s, p, q) dy', 

d"ou : 

p' = y, z. /), q), f = l{x, y, r, p, q). 

On dit, dans cecas, que la transformation de contact est une trans- 
formation ponctuelle prolongee. 
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Cas d’une seule Equation directrice 

3 . — Supposons maintenant que Ton obtienne une relation d’elimi- 
nation 

( 4 ) i/, s ; y\ 5') = o. 

Consid^rons un point A (x^ r) du premier espace ; cherchons la 
multi pi icite qui lui correspond dans le deuxi^me espace ; elle est 
engendr^e par des elements de contact dont les points sont li 4 s au 
point A par I’^quation ( 4 ) qui repr^sente une surface S a. La multipli-r 
cite correspondant k un point est une surface. Si on a une courbe lieu 
de points A, illui correspond une famille de 00^ surfaces, et la multi- 
plicite engendree par ces surfaces, c*est-a-dire leur enveloppe, sera la 
transformee dela courbe. Enfin si on a une surface lieu de 00^ points A, 
il leur correspondra oo^ surfaces dont Tenveloppe correspondra k la 
surface donnee. 

L' Equation ( 4 ) s'appelle U equation directrice de la transformation ; 
elle d^finit les surfaces homologues, dans le deuxifeme espace, des 
points du premier espace ; et inversement. 


Transformations dualistiques 

Supposons, en particulier, la relation ( 4 )biliueaire en x, y^ s; x\ y\ z\ 
A chaque point du premier espace correspond un plan du deuxieme 
espace, et reciproquement. A 00^ points du premier espace corres- 
pondent oc^ plans distincts. Soit 

, Ax' + By^ ^ Cz' -f D. 
ou ; 

A==:ux + vy + wz + h, B — u'x + G = 

J) = u'"x +... 

Pour avoir la transformee d’line surface 

J{x', y\ z') — 0 

il faut prendre Tenveloppe des plans Q = 0, od^y\ z' etant lies par la 
relation precedente, ce qui donne : 

A__ ^ _ L _ D 

D//' 7>d 7>t' 
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Telles sont les equations de la transformation. II faudra que Von en 
puisse tirer ic, r, done que les formes A, B, C, D soient indepen- 
dantes, et alors Tensemble des plans il = o constitue bien I’ensemble 
de tous les plans de I'espace. La transformation prec^dente est une 
frans/ormation dualistiqae. 

Remarquons que I’ensemble des transformations de contact forme 
evidemment un groupe [Cf. p. 234] ; une transformation de contact 
pent souvent, par suite, se decomposer en transformations de contact 
plus simples. Nous aliens voir que e’est le cas pour les transforma- 
tions dualistiques. 

Prehons pour nouvelles variables : 

Y-® 7-^. 

I 

alors 

Q = Xx' 4 - + Zs' + 1 = 0, ^ 

et la transformation est une transformation par polaires reciproques 
par rapport a la sphere 

+ 1=0. 

Done toute transformation daalistique se ramene a la transfor- 
mation precedente saioie d'une transformation projective ; et red- 
proquement, 

Remarque, — On verrait, d’une maiiiere analogue, que toute trans- 
formation dualistique pent aussi se ramener k la m$me transforma- 
tion par polaires r6ciproques,/?r<?ce<i<?e d’une transformation projective. 
Si done on eflfectue successivement deux transformations dualistiques, 
le resultat final obtenu (ou produit de ces deux operations) est une 
transformation projective. 

Transformations dualistiques involutives, — Gherchons toutes les 
transformations dualistiques qui sont symdriques, ou involutives^ 
e’est-k-dire telles que le plan homologue d’un point soit le m^me, 
qu’on considkrele point comme appartenanta Tun ou k Tautre espace. 
Les Equations: 

y, -s ; X', y', s') = o, Q(x', y', s' ; x, y, s)= o, 
doivent 6tre 6quivalentes ; il existe done un facteur constant /e tel que : 

Q(x, y, s; d, y', s') ^ k y', s'; x, y, s) ; 
faisons x' = x, y' = y, s' = s, 

Q(x, y, s ; x, y,s)^k Q{x, y, s; x, y, s ) ; 
alors ou bien y, s; x, y, s) = o, ou bien k — i. 
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Si n = 0, le plan correspondant a un point passe par ce point. On 
a, quels que soient cc, 5, 

x{n'x vy + wz -h A) + v'y 4* lo'z + A') + z{n"x + ...) 

+ w"'a? + ^ o ; 

ce qui revient k 4crire que le determinant 

w V w A 
ir w’ A' 
if v” w” If 
if* v”* w”* hf* 

est un determinant symetrique gauche, done de la forme : 

0 G — B P 

— G 0 A Q 

B —A 0 R 

— P — Q — R 0 

L’equation directrice s’^crit done : 

Q=a;'(Gjy — B5 4* P) + .y'( — Go? 4- kz + Q) + z*(^x — Ay 4- R) 

— Pa? — Qy — R5 = o, 

ou : 

k{yz* — zy') 4- B(5.r' — xz’) -f C{xy* — yx*) 4 P(a? — x*) 4 

+ Q{y —y') + — ^')=o. 

C’estTequation d’un complexe liueaire ; et lieu des points (a?', y', z') 
associes au point (x, y, z) est le plan polaire du point (x, y, z) par 
rapport a ce comple.xe. Le plan polaire d’un point est la multiplicite 
transformee de ce point, et reciproquement. Par suite, la transformee 
d’une droite est sa conjug'uee ; et une droite du complexe est k elle-meme 
son homolog’ue. Deux multiplicites homolog’ues Mg sont les deuxmul- 
tiplicites focales d’une congruence de droites du complexe, et r6cipro- 
quement. Gar une multiplicite Mg peut toujours Stre consideree 
comme une multiplicite focale de la congruence des oo^ droites du 
complexe qui ont, en commun avec elle, au moins un element de con- 
tact; et ces droites etant k elles-memes leurs homologues, la multipli- 
cite transformee de Mg doit avoir elle-meme au moins un element de 
contact commun avec chacunede ces droites. 

A une courbe correspond en general une developpable ; k une courbe 
du complexe correspond la developpable de ses tangentes. 

Si nous prenons maintenant la solution A = i, nous avons ; 

x*{ux 4 yy 4 4 A) 4- ,-t =x{iix* 4 vy* 4 wz' 4 A) 4 
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la forme 12 est svmetriqiie eii y, - ; y\ s' et s ecrit : 

Q = Xxx' + Bi/y' + Crr' -f- ^K^s' + s;y') + -f xs') -f 

+ P,xi/' + y^') + QCj? + Jc') + R(^ -f y') + S(5 + s') + T. 

Les deux points (j?, y, s) {x\ y\ s'), sont done coiiju^Ties par rap- 
port a la qiiadrique 

Xx'^ + 4- Cs- -h 2M^5 4- 2?Nr^ 4“ 2Pxy 4- 

4" 2Qx 4“ 4” 2 Sg 4” 0* 

Nous obteuons done la transformation par polaires reciproques la 
plus g’enerale. 

La transformation de Legendre est donuee par la quadrique 
x^ 4- y'^ — 2s = o. L’equation directrice est xx' 4- yy' — s — s'= o ; 
et les equations de la transformation sont : x' = p, y' = q, p' = x, 
q’ — y, s' — px + qy — z. 

Remarque. — Pour avoir les equations d’une transformation de 
contact definie par une seule Equation directrice 12 =r o, on pourra 
ecrire que T^quation 

(2') dz' — p'dx' — q'dy' = o 

est consequence des equations 

( 2 ) dz — pdx — qdy = o, 

(5) = 0 ; 

ce qui equivaut a poser une ideiitit6 de la forme : 

(6) ds' — p'dx' — q'dy'= \{ds — pdx — qdy) 4- p.. c/12. 

Soient enelfet, 12 = o, 12^ = o, 12^ = 0 cinq equations distinctes 
en X, y, z,p^ q\ x', y', s', p', q', definissant la transformation. L’inva- 
riance de Tequation (2) s’exprime par une identity de la forme : 

ds' — p'dx' — q'dy' = \{dz — pdx — <ldy) 4- 

4“ p- dQ> 4” P'1 dOi^ 4“ ••• P'4 dH^. 

Et si p-i, ...» p.4 n’etaient pas nuls tous les quatre, on conclurait de 
Ik que (p-i dCl^ 4- ••• + P4 dQj^) ne contient que les differentielles 
dx, dy, ds ; dx', dy', ds', sans 6tre identiquement nulle. Les Equations 
de la transformation entraineraient done deux relations lin6ai res et 
homo^enesen dx, dy, dz ; dx', dy', ds', a savoir : 

do, = o, p.j^ dOt^ 4“ p *4 dOi^^^ o. 



3o2 


CHAPITRE XI 


Elies eatraineraient done deux relations eiitre les variables z \ 
x\ y\ ce qui est contraire k Thypothese. 

On identifiera done les deux membres de I’equation (6) ; ce qui don- 
nera six equations ; si entre elles on elimine X, u, on aura quatre Equa- 
tions, qui, jointes a Q = o, donneront x\ y\ z\ p\ q' en fonction de 
jj, y, i:, jO, ou inversemeiit. 


Gas de deux Equations directrices 

4. — Passons au cas oii on obtient deux relations : 

(7) Q{x, y, z; x', y\.2^)—o, Q{x, y, z\x', y',s'') =o, 

en eliminant /}, q ; p\ q' entre les equations (i) de la transformation 
de contact considEree. A un poiut M (.r, z) du premier espace cor- 
respond dans le deuxieme espace uiie courbe (O') dEHnie parces Equa- 
tions (7) en x\ y\ z\ A une courbe lieu de 00^ points M correspond une 
sui'face eng“endrEe par les 00^ courbes (C') homolog'ues, a une surface 
(S) lieu de 00^ points cori'espond la cong'ruence des courbes (G% 
homologues de ces points ; une telle congruence a en geiiEral une sur- 
■ face focale, tangente a toutes ces courbes, et qui sera la transformEe 
de la surface (S), 

Pour avoir les Equations d’une telle transformation, on ecrira que 
la relation 

dz' — p^dx' — q'dy^ = o 
est consEquence des relations : 

dz — pdx — qdy = 0, dil =0, ^/0 = 0 ; 

ce qui doune une identitE de la forme : 

(8) dz^ — p'dd — q'dy^ ^ \{dz — pdx — qdy) -|- (i.d£2 v^/0. 

On prouverait, comme ci-dessus, Texistence effective d’une telle 
identitE. En identifiant, on a six Equations ; si entre elles on Elimine 
\ jjL, V, on a trois Equations qui, jointes k 12 = 0, 0 = 0, donnent les 
formulas de la transformation. 

Transformation de Sophus Lie, changeant les droites 
en spheres 

Supposons, en particulier, les Equations (7) bilinEaires. A un point M 
{x^y^z) correspond une droite (D'j. Aux 00® points M correspond un 



TRA>'SFORMATIONS DE CONTACT 


complexede droites(D'), soit(K'). Dememe a tousles points dudeuxie- 
me espace correspond dans le premier espace un complexe (K;. Etu- 
dions la nature de ces complexes. Gonsiderons, a cet effet, une seule 
des equations (7) : elle definit une transformation dualistique, dans 
laquelle chaque point M a pour homoloq’ue un plan (P'} ; Tautre equa- 
tion definit de meme une transformation dualistique, qui fait corres- 
pondre au m^me point M un plan (O'; ; et la droite (D') est Tintersec- 
tion des plans (P'), (Q') qui correspondent ainsi au point M par ces 
deux transformations dualistiques. Or on a vu que le produit de deux 
transformations dualistiques est une transformation projective : done 
le complexe (K') est le complexe des droites suivant lesquelles se cou- 
pent les plans qui se correspondent dans une transformation projec- 
tive. Un tel complexe s'appelle complexe de Reye^ ou complexe 
tetraedraL Rappelons-en les propriet^s, dans le cas general : les droites 
du complexe sont coupees par le tetra^dre forme par les quatre plans 
invariants de Thomographie en quatre points dont le rapport anhar- 
monique est constant. Le rapport anharmonique des quatre plans 
menes par une droite du complexe et par les quatre sommets du m 4 me 
tetraedre est constant (Von Staudt). Le complexe (K') est du second 
degre, et la surface des singularites est constituee par les quatre faces 
du tetraedre. 

Gelapose, revenons a notre transformation de contact : a une courbe(G) 
correspond une surface reglee du complexe (K'j. A une surface (S) 
correspond une congruence de droites appartenant au complexe (K') : 
cette congruence admet deux multiplicit^s focales ; done a un element 
de contact du premier espace correspondent deux elements de contact 
de Tautre. 

Gherchons les equations des deux complexes (K) et (K'). Soient : 

Q = Aj?' 4- + Cy + D, 0 = Lx' -h My' + N^' -h P, 

A, B, P 6tant des fonctions lineaires de .c, y, z, 

SoitM'(^', y\ z') un point du deuxieme espace. Soit (D) la droite cor- 
respondante ; si (jj, y, z) et 5^) sont deux points de cette droite, 

ou a : 


Q(j?, y, z ; x', y\ z') = 0, 0(j?, y, z ; od , y', z') = o, 

a(xo, yo, Zo ; x'. y\ z') = 0, 0(n?o, y^^, Zq ; x', y', z') = 0. 

Eliminons x', y\ ir'entre ces quatre Equations, nous obtenons, end^si- 
gnant par Aq, Bq, Pq ce que devieunent les fonctions lineaires 
A, B, P, quandon y remplace n?, sparoio, y^y z^\ 



3a4 


CHAPITRE XI 


A B G D 

‘^0 ^0 ^0 ^0 

L M N P 

Lj) My N() Pq 

C’est Teq nation du complexe. En developpant par la regie de Laplace, 
on trouvera une equation du second degre par rapport aux coordonnees 
de la droite, definies aumoyeii des deux points (^, y, 5), (j?y, ^q, Sq), 
Le complexe (K), et de meme le complexe (K'j, est done bien, en gene- 
ral, du second degre. 

A line courbe (G) correspond une surface reglee engeiidree par la 
droite (D'). Gherchons si cette surface reglee pent 6 tre developpable. 
Les droites (D') out pour equations : 

Ax' + Bt/' + Cs' 4- D = o, Lx' + M^' -f N*:' -}- P = 0 ; 

J 3 , 5, et par suite A, B, G, D, etant fonctious d’un parametre a. 

Exprimons que cette droite rencontre la droite infiniment voisine : 
nous adjoignons a ses equations les Equations : 

x'dA -|- y^dB -{- s'dC dl} = 0, x'dL 4- y'dlSl 4* £'d^ 4 * ^P 0 j 

d’ou la condition, qui definira la courbe (G) : 

A B G D 

L M N P _ 

dA dB dC dD 

dL cflVI G^P 

Mais requatioii du complexe (K) peut s’ecrire, en posaut : 

Ao - A = AA, Bo ^ B = AB, Po -- P = AP, 

sous la fiorme : 

A B G D 

L MNP ^ 

AA AB AC AD 

AL AM AN AP 

Or A, B, ... P etant des fonctions lin 4 aires, les accroissemeiits AA, 
AP sont formas avec : 

Aj? = j?o — ^ 1 / = 1/0 — \s=Sq — r, 

comme les diff^rentiolles dA, ..., dP sont form^es avec dx, dy, dz- 
L’ equation de la courbe (G) se d(^duit done de I’^quatiop du complexe, 
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telle que sa taucceute appartieiit au complexe ( K). 

Aux courbes du premier complexe correspondent done des develop- 
pables dont les g’eneratrices so at des droites du second complexe, et 
dont, par suite, les aretes de rebroussement sont des courbes du second 
complexe A chaque point M d’uae courbe (G) du premier complexe 
correspond une ^eneratrice (T') d'uiie developpable : soit M' son point 
de contact avec I’arete de rebroussement. Si on considere Telement 
lineaire forme d'un point M, et de la droite (T) du premier complexe 
passant par ce point et tangeiite a (C), il lui correspondra Telemeiit 
lineaire, determine, du second complexe, forme de M' et de (T'). Les 
courbes des deux complexes se correspondent ainsi par points et par 
tangentes. 

Soit une surface (S), et supposous que le complexe (K) soit effecti- 
vement du second degre. Gonsideroiis un point M de la surface et le 
plan tangent (P). Le c6ne du complexe (K), de sommet M, est coupe 
par le plan (P) suivant deux droi- 
tes (D), (D^) qui appartiennent au 
complexe (K). Par chaque point 
de (S) passent ainsi deux droites 
du complexe (K) tangentes k la 
surface. Par tout point de la sur- 
face (S) passent done deux cour- 
bes(Y), (Yi)<iu complexe (K)situees 
sur cette surface. Au point jM cor- 
respond une droite (D') du com- 
plexe (K% A la droite (D) du complexe (K) correspond uu point 
de (D^ ; et de mtoe a la droite (DJ correspond un point M/ de (D'). 
Aux courbes (y), (yO complexe (K) correspondent deux courbes (y), 
(y'i) du complexe (K') tangentes en M', a la droite (D'), Si le point M 
d^crit la courbe (y), les di'oites (D^) eorrespondanles ont pour enve- 
loppe la fcourbe (y 0» Gt si M d^crit (y^), fD') enveloppe (Y'i). ^ 

Si on considere la congruence des droites (D') correspondaiit aux 
points M de la surface (S), les coui^bes (y^) sont les arfites de rebroiis- 
sement d’une des families de developpables de cette congruence; et 
les courbes (y^^) sont les aretes de rebroussement de Tautre famille. 
Les courbes (Y) engendreut uiie des nappes de la surface focale, les 
courbes engendrent I’autre nappe. Le plan tangent en ]M' k la mul- 
tiplicity focale est le plan osculateur k (y'i), et par suite le plan tan- 
gent au c6ne du complexe (K'j de sommet M'^. 

Un yiemeut de contact correspondant a Tyiyment (M, P) est forme 
du point ]\f et du plan tangent au c6ne du complexe (K') qui a pour 

VeSSIOT ‘^0 
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sommet L’autre element correspondant k (M, P) est form 6 du 
point et du plan tang*ent au cdne du complexe (K') qui a pour som- 
met 

Si la surface (S) est une surface du complexe (K), tangeute en cha- 
cun de ses points au cdne du complexe, les droites (D), (D^) sont con- 
fondues ; alors les deux Elements de contact correspondant a I’dlement 
(M, P) sont confondus, et la surface (S') definie par ces dldments est 
une surface du complexe (K'). 

Remarques* — Les seuls cas possibles sont les suivants : 

I® Les complexes (K), (K') sont eiffectivement du second degre. On 
demontre alors, comme nous Tavons dit precedemment, qu’ils sont 
tous deux tdtraddraux. 

2® Un seul des complexes est lineaire. On demontre que I’autre est 
constitud par les droites qui rencontrent une conique. Ge cas va nous 
donner la transformation de Sophus Lie^ qui change les droites en 
spheres. 

30 Les deux complexes sont lineaires. On ddmontre qulls sont tous 
deux spdciaux. Ge cas donne, en particulier, la transformation dC Am-' 
p^re^ ddfinie par les Equations directrices : 

xcd + z + z' = 0, f + y = 0, 
et dont les Equations sont : 

sd = p, f — — y, y = — s — px^ p' = cc, =i= — q* 


Transformation des droites en spheres, — Supposons en parti- 
culier : 


Q = x iy + x^z — z' =0^ 0 = x\x 4- iy) — z^y' = 0. 

L’^quation du premier complexe est : 

5—5, 0 o m — (mo — iyo) 


z^ o — I mo ly^i 

X + iy — 10 — z 

mo + iy^ — {x+ iy) 0 o z —z^ 


: 0. 


ce qui devient : 


c*est-k-dire : 

(K) 


(m — mo)* + (y — yoY 4 - (-s: — 5 o)* = o, 
a® 4 6* 4 c* = 0 . 


Le complexe (K) est le complexe des droites minima. 
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Gherchons le deuxieme complexe. II soffit de considerer deux points 
{x\ y\ {x\, y\^ iT o) correspoadant au meme point [x, y^ r) : cela 
donne : 

0 

1 

X X Q 
Jc'o 

ce qui devient : 

(x' — x'o) {x’y'o — y'x\) + [z' — s\) {x' — x\) = 0, 

c’est-a-dire, avec les notations classiques pour les coordonnees plucke- 
riennes : 


X — x\ — 
x\ — 


i{x' — oC o) o 


IX t 


-» 0 
y'o 


= o 


a{r — c) = o. 

La solution a = o est siiig'uliere, et on obtient pourle complexe (K') : 
(K') r — c = o. 

Nous avons ainsi une correspondance entre un complexe special da 
second degre et an complex^ lineaire, Les c6nes du complexe (K) 
sont les cdnes isotropes. A cheque Element de contact du premier 
espace correspondent deux ^l^ments de contact du second espace 
conjugu^s par rapport au complexe (K') ; car, d’une faQon g6n6rale, 
les points M', IVL^, sont sur une droite (D') de (K^), et le plan associ^ 
k M' est ici le plan polaire de et inversement. 

Partons d une sphdre : prenons deux generatrices d’un systeme ; ce 
sont des droites minima (D), (D^). Le second syst6me de generatrices 
est entierement defini, car chacune d’elles doit rencontrer (D), (D^) et 
le cercle imaginaire a I'infini. Aux deux droites (D), (D^) correspon- 
dent deux points Considerons une geueratrice isotrope (A) 

rencontrant (D), (D^) ; il lui correspond un point ; (A) rencontrant 
la droite (D), la droite est une droite du complexe lineaire, et de 
meme ; done est le pdle d’un plan passant par M'^. Lorsque 
(A) decrit la sphere, le plan tourne autour de et le 

lieu de p*' est la droite conjuguee de A la sphere correspond 

done une droite. En partant du second systeme de generatrices, on obtien- 
drade meme une droite ; (D) et (D^) donneront les points M^, M'^, ; cette 
droite sera done la droite conjuguee de la precedente. Done; a 

une sphere correspondent deux droites^ conjugaees par rapport aa 
complexe lineaire (K^). 
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Ceci peut se voir par le calcuL Prenous la droite (A^), de coordou- 
n^es pluckerienues Co, /?o? • 

(A') CoX'=aoS:' — <7^, cy/' = bos' + Po ; 

la surface reglee correspoudante est eugendree par les droites : 

Co{x — iij) 4- 5(^0-^' — ^o) — 

(«o 5 ' — 7,) {x 4 - iy) — ^‘0- — V — y^o = o, 

obteiiues en portaxit dans ^ = 0, 0 =o, les valeurs x^ et tirees des 
^uatious (A^). Ordonrions en 5' ; il vient : 

c^i{x — iy) — q^z 4 - — ^o) = o, 

[yo(aj -h iy) 4 - CqZ 4 - /^o] — [«o(*^ 4 - iy) — b^] = 0. 

Eq eliminant 5' on obtient la surface cherchee : 

[co(x— iy) — q^z] [a^ix 4 - iy) — bo] + 

{aoz — Co) [qo(x 4- iy) + V 4 - Poj = o. 

oil, en tenant compte de €L(iPo,+ + /’o^*o == 0, 

(S) ao(^c^ + - bo{x — iy) — + iy) — (Co 4- — po = o. 

G*est Tequation d’une sphere; et il est facile de voir que ce peut 6tre 
une sphere quelconque, en choisissant (A') convenablement. 

Cherchons la conjuguee (A'J de (A') par rapport k (K'). Soient a'o, 
b\, c'o, p\> q'o, ^0 ses coordonn^es. Nous avons k exprimer que le 
complexe (K') et les complexes sp^ciaux (A'), (A'^) appartiennent a un 
m^me faisceau. Ge qui donne, \ V et [jl 6tant des iuconnues auxi- 
liaires : 

= 0, A^o 4 - '>^'b'o = o, Ipo 4 ~ V/j'o = o, 

4 ” "^'q'o = 0, ^Co 4“ 4 " [A = 0, Aro 4 ^ ^ » 

Gomme les coordonn^es ue soiit d^finies qu’k un facteur pres, on peut 
remplacer a©, bo, ... par Icq, a6o, ; et ao, b'o, ... par — Vao, — Vbo, 
... . Gela revient a faire X = i, V = — i ; et donne les Equations 
simplifi^es : 

.a^o = <3oj b'o^iboi p'o^=po^ = c^o = Co4“H*» — P" 

La condition 

«'o/>'o 4 - ^>'0 + c'or\ = 0 

donne ensiiite : 

\l[\l + CO — Po]—o ; 
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et, en ^cartant la solution banale a = o, il reste : 

\L 4- Co — To = o. 

On trouve done c'o = Co et r'o = Cq^ et I’on voit que Ton retrouvera la 
m6me sphere (S) en partant de (B\) au lieu de partir de (B'). 

Equations de la transformation. — Les formules de la transfor- 
mation s obtiennent par la m^thode ^6n6rale. On trouve : 

1 cd{pcd 4- y.yO — 

2 2 ad — q' 

_ if! , _L + ^//) + y' + p' 

2 2 ad — 

_ pW + qhf 

ad — f 
q'ad — I 

~ f + 

f + x' 

Cette transformation de Sophus Lie, chang‘eant des droites qui se 
rencontrent en spheres tang'entes, e’est-a-dire des droites qui ont un 
Mement de contact commun en spheres ayant un Element de contact 
commun, realise la eorrespondance sig^nal^e dans les chapitres prece- 
dents entre les droites et les spheres. 

Par exemple, elle transforme une surface reg‘l6e en surface canal ; 
une quadrique encyclide de Dupin ; une surface developpable en sur- 
face canal isotrope ; une bande asymptotique d’une surface en une 
bande de courbure de la transform^e ; de sorte qu’on peut dire o^xdelle 
transforms les lignes asymptotiques en lignes de courbure. 

On v^rifiera facilement qu^elle transforme un complexe lin6aire de 
droites en une famille de oo® spheres coupant une sphere fixe sous un 
ang'le constant ; et que cet angle constant est droit, lorsque le complexe 
lin6aire esten involution avec le complexe (K')* 

La transformation de Lie en coordonnees pentasph^riques. — Les 
derniers r^sultats deviennent immediats, si on remarque que la 
sphere (S), qui est Thomologue de la droite (Ab (de coordonnees 
pluckeriennes ceo, />o? yo, ^o), a, d’apr^s I'^quation trouv^e plus 

haut, pour coordonnees pentasph6riques homog6nes [Ch. VIII, § 6, 
p.226], 

— -/To 4 " /^O, Cg ■ f(/ 7 o ^3 ““ ^0 “ 1 ” 

C4 = — iiba yo), Cjj = Co 4 - ^0, Cq = — z(^o — ^0). 

Orce sont pr6cis6meat, d’apr^s les formules du ch. X, n° 5 , p. 280, 
les coordonnees sy met riques ^^dela droite (A'). 
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Ainsi la transformation de Lie se traduit par V interpretation^ 
comme coordonnees pentaspheriques de spheres, des coordonnees 
symUriques de droites, Absolument comme la transformation par 
duality se traduit par T interpretation des coordonnees de points en 
coordonnees de droites. 

L’equation ^ = o d’un complexe lin^aire devient ainsi, 

A'=i 

en particulier, Tequation ^ CkCic — o, qui exprime [Gh.VIII, | 6, 

k=i 

p. 226] qu’une sphere coupe une sph6ve fixe sous un angle constant : 
cet angle est droit, si G^ est nul. Or Tequation du complexe (K') 
est, en coordonnees symetriques, f^ — o; de sorte que la condition 
Ce = o exprime bien [Gh. X, n** 6] que ce complexe est en involution 
avec le complexe SGaZa = o. 

Transformation des lignes asymptotiques 

5 . — Proposons-nous de trouver toutes les transformations de con- 
tact qui changent les lignes asymptotiques d’une surface quelconque 
en lignes asymptotiques de la transform^e de cette surface, c’est-k-dire 
qui changent toute bande asymptotique en une bande asymptotique. 
Remarquons a cet effet qu’une telle transformation changera toute 
multiplicite Mg, sur laquelle les bandes asymptotiques ne dependent 
pas seulement de constantes arbitraires, mais dependent de fonctions 
arbitraires, en une multiplicite Mg de m^me nature. Or les bandes 
asymptotiques (ou de rebroussement) 6tant d6finies par les equations 

dz — pdx — qdy = o, dpdx 4- dqdy = o, 

on devra consid6rer aussi comme formant une bande asymptotique, 
dans la question actuelle, oo* 61 ^ments de contact ayant le mtoe point, 
c’est-h-dire un c6ne ^Umentaire ; car les coordonnees de ces 414 ments 
satisfont aux Equations pr6c6dentes, puisqu’elles sont telles que 
dx = dy — dz = o, 

Et, d^s lors, les Mg particuli^res en question s6nt les plans, les droites 
et les points. Les transformations cherchees 6changent done entreelles 
les figures qui sont des droites, des points ou des plans. De \k plu- 
sieurs cas k examiner : 

lO Si la transformation est ponctuelle, elle ^change les points en 
points, les plans en plans, et les droites en droites. G’est par suite 
une transformation projective (ou homoqraphique) . 

2° Si la transformation est ime transformation de contact de la pre- 
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miere espece, c’est-a-dire fait correspondre a chaque point du premier 
espace (E) une surface du second espace (E'), elle chang'e les points 
de (E) en plans de (E^) ; et comme elle fait alors correspondre aussi a 
chaque point de (E^) une surface de (E), elle change les points de (E') 
en plans de (E) ; done elle change les points en plans, les plans en 
points, et les droites en droites. Si done on la compose avec une trans- 
formation par polaires rdciproques, on obtient une transformation 
homographique ; et, par suite, elle s'obtient en composant une trans- 
formation homographique avec une transformation par polaires r6ci- 
proques. C’est done une transformation diialistique . 

3 ° Si la transformation est une transformation de contact de la 
deuxieme espace, e’est-a-dire si k tout point de Tun des espaces cor- 
respond dans Tautre une courbe, a tout point de Tun des espaces cor- 
respondra dans Taiitre une droite. Or prenons dans Tespace (E) quatre 
points Pi, Pg, P3, P4 non situ 4 s dans un m6me plan, et soient 
(Di),(D2), (D3), (D4 j les droites qui leur correspondent dans I’espace (E'). 
II existe au moins une droite (A) ayant avec chacune des quatre droites, 
(DJ, (Dg), (D3), (D4) un element de contact commun ; et k (A) devrait 
correspondre dans (E) un point, un plan ou une droite ayant un 61 e- 
ment de contact commun avec chacun des quatre points Pi> Pgj Pa? P 4 » 
Or il n’en existe pas. Done ce troisieme cas est impossible, 

Les seules transformations pouvant r^pondreh la question sontdonc 
homographiques ou dualistiques. Mais toute transformation de con- 
tact changeant les droites en droites repond k la question, car elle 
changera la famille des generatrices d’une developpable, dont chacune 
a un Element de contact commun avec la g6n6ratrice infiniment voisine, 
en celle des generatrices d’une autre developpable ; et, par suite, la 
bande de rebroussement de la premiere developpable en la bande de 
rebroussement de la seconde. 

On en deduit que : 

!*> Les transformations homographiques et les transformations 
dualistiques changent les lignes asymptotiques en lignes asymptotic 
ques; etce sont les seules transformations de contact possidant cette 
propriete, 

2® Ces transformations sont aussi les seules transformations de 
contact changeant toute droite en une droite. 

Remarque, — Les transformations ainsi obtenues forment deux 
families distinctes (transformations projectives, et transformations 
dualistiques) de 00^^ transformations ; mais le produit de deux trans- 
formations dualistiques est une transformation projective, comme on 
Ta vu plus haut et Tensemble de toutes les transformations obtenues 
forme un groupe, comme il kta.it Evident a priori. 
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Transformations de^ lignes de courbure 

(). — La transformation de contact des droites en spheres, de Lie, 
permet de dcduire immediatement des resiiltats prdcMents toutes les 
tmnsformations de contact qiii changent les lignes de courbure d’une 
surface quelcoiique en les lignes de courbure de sa transform^e. 

On voit de plus que ce sont aussi celles qui changent toute sphere 
en line sphere. On pent done dire qii’elles constituent le groape defi 
spheres. II y en a, d’apres ce qui precede, deux families, de oc^'» trans- 
formations chacune. 

On aiirait pii, pour obtenir le resultat pr^c^dent, refaire un rai- 
sonnement direct analogue a celui du paragrapheo, en partant des mul- 
tiplicitesMgpour lesqiielles les bandes de courbure dependent de fonc- 
tions arbitraires. 

Cherchons, plus specialement, celles des transformations conside- 
rees qui sont des transformations ponctuelles. Dans la transformation 
de Lie, les points de Tespace (E) correspondent aux droites d'un com- 
plexe lineaire (K'). Les transformations cherch^es proviennent done 
des transformations projectives ou dualistiques qui laissent invariant 
ce complexe. On les obtient en composant avec la transformation par 
polaires reciproques definie par ce complexe (K^ Tune quelconque des 
transformations projectives qui laissent le complexe invariant. 

Ainsi se trouve 4tahlie une correspondance entre le f/roupe projec- 
iif dim complexe lineaire et le groupe des transformations ponc- 
tuelles qui changent toute sphere en sphere. Ce dernier est, comme on 
Ta vu au Gh. VIII, § 8, le groupe conforme ; on sait que ses transfor- 
mations s’obtiennent en combinant des inversions, des homothdtieset 
des deplacements . 

Cette correspondance se retrouverait, du reste, sans peine, par Tem- 
ploi, indique ci-dessus, des coordonn^es sym4tinques de droites, et des 
coordonnees pentasph6riques homogfenes de spheres. 

Parmi les transformations de contact qui changent les lignes de 
courbure en lignes de courbure figurant les dilatations dans les- 
quelles chaque eli^ment de contact subit une translation perpendicu- 
laire k son plan et d’amplitude donn^e, e’est-a-dire dans lesquelles 
chaque surface est remplacee par une surface parall^le. Elies sont 
d^hnies par T^quation directrice(a?' — x)^ -h — //)® 4- {z' — = 

mi h est une constante arbitraire. 

Une autre classe de transformations de contact changeant toute 
sphcTe en sphere est definie par les (Equations directrices de la forme 

(oj' — x)^. + (y' — (jY + — 2mz*z -f = 0, 
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ou m est uiie constante arhitraire. Chaque point (jc, //, z) a pour homo- 
lo^ue une sphere qui coupe le plan des .xy sous un angle V constant 
(cotg V = 772/;: le cercle d’intersection etant celui suivant lequel le 
cone isotrope de sommet (j?, //, r; coupe ce meme plan. 

Ges transformations sont dites transformations par semi ^ plans red- 
/} T’oy 77 (Ri banco ur, Laguerre, Darboiix), parce qu’elles changent un 
plan en un couple de plans, passant par la droile d’intersection du pre- 
mier avec le plan des ,jcy ; et parce qu’elles sont involutives, I’equation 
qui les definit etant svm^trique par rapport aux deux svstemes de 
coordonnees y, r) et{.T\y\ r'). 

Parmi les transformations consider^esfigurent aussi les transforma- 
tions de Ribaucour qui seront definies au chapitre XIII. 

Bemarqiie. — On demontre que les deux families de transforma- 
tions du groupe des spheres sont definies, quand on definit une sphere 
par ses six coordonnees homogenes pentaspheriques, paries transfor- 
mations lineaires et homogenes orthogonales portant sur ces six 
variables. Les deux families se distinguent par la valeur (+ i ou — i) 
du determinant de cette substitution. 


Transformations apsidales 

7. — Signalons enfin une classe importante de transformations de 
contact, definies par deux equations directrices. Ghacune correspond a 
un point de I’espace, ou p6le de la transformation. Si on prend le 
pole pour origine des coordonnees, les equations directrices de la 
transformation sont : 

. , \ + .5'^ = .r^' + + 

f xx' -h yy' -h 55' = o. 

Gette transformation dite apsidale, est done involutive, et transforme 
chaque point M en un cercle ; e’est le cerclede rayon OM, qui a Opour 
centre et la droite OM pour axe. 

On pent, par suite, obtenir la transformee d’une surface (S), en la 
coupant par les divers plans (11) passant en 0, et en portant sur la nor- 
male en 0 k chacun de ces plans, des longueurs OM 6gales aux rayons 
des cercles de centre 0, situ^s dans le plan consid^r^, et tangents k la 
surface (S). Ces rayons sont, du reste, les longueurs des normales 
menees de 0 ^ la section de (S) par le plan (H). 

La surface apsidale d!ane sphere est un tore, — Soit, en efVet, G le 
centre de la sphere (S), et (Ily) un plan passant par OC; soit(y) le cer- 
clede section de la sphere (S) par ce plan. Tout plan (11) perpendiculaire 
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a (Ho), men^ par 0 , coupe (y) suivant une corde AB, et OA, OB sont les 
normales menees deO ^ la section de la sphere par (IIj. La perpendicu- 
laire men^e par 0 h (H) est, de plus, situee dans (Ho) ; on obtient done 
les points P situ6s dansle plan (11) en faisant tourner la corde ABdans 
le plan {IIj d’un ang“le droit autour de 0, dans un sens ou dans Tautre. 
Cette operation, r6pet6e sur toutes les cordes de (y) qui passent en 0 , 
donne deux cercles (y^) et (yg), symetriques par rapport k OG, obtenus 
en faisant subir a (y) les deux m^mes rotations. Ces cercles constituent 
la m^ridienne de la transformee de (S) qui doit Mre, comme (S);, de 
revolution autour de OG. Le th6or6me estdonc d^montre. 

Surface des ondes. — Par definition, la surface des ondes est la 
transformee apsidale d’un ellipsoide par rapport k son centre : on Tob- 
tiendra done, d'apr^s ce qui precede, en portant sur chaque diam^tre 
de I’ellipsoide, k partirdu centre, et de part et d^autre, des longueurs 
egales aux demi-axes de la section centrale perpendiculaire k ce dia- 
metre. 

Nous la calculerons directement, en compietant les equations de la 
transformation. Nous devons ecrire k cet efifet, d’apres la theorie gene- 
rale des transformations de contact, I’identite : 

ds' — p’dx ' — fdy' — \ (dz — pdx — qdij) = 

p {xdx -f- ijdy + zdz — odded — fdf — ddz') 
+ (s {xdad + ydy' + zdd + ^'dx + y'dy -h ddz), 

qui donne, par identification : 

I = — py 4- 0-5, — p' = — po?' + (sx, — y' = — + ay ; 

— l=^z+ lp = ^x + tsx\ = py + Gif, 

On en conclut, en eiiminant, \ p et c : 

( p — ^yl + y = {xf — yx^, 

(2) J f {yz' — zf) -h f {,zx — xd) = {xf — ycd\ 

( PP' 4 7?' + I = X). 

L'interpretation est immediate. Soit M le point, et (P) le plan 
de reiement de contact {x, y, z, p, q) ; (P') le point, et le plan, de 

reiement {x\ y\ z\ p\ f), Le rayon OM^, dejk perpendiculaire etegal 
k OM, est dans le plan normal a (P) mene par OM. La normale k (P') 
en M' est dans ce meme plan MOM', et elle est perpendiculaire k la 
normale a (P). 

On a ainsi la definition complete de la transformation des elements 
de contact. 

Gela pose, si on part de Tellipsoide 
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( 3 ) 


^ 62 ^ C2 


I = O, 


la premiere des equations ( 2 ), s’^crit: 


ji y r 

^ 62 ? 

X y z 

x^ y’ 5 ' 



et equivaut a des relations de la forme : 

(4) u.'.z;' = J3 ;j.), ay = y(-^— [x), 


La seconde des equations (i), donne alors, en tenant compte de la 
premiere et de (3), 


0 = 1— [x(a‘2 + y + ^2)^ = 

II ne reste plus qu’k porter les valeurs de x^ y, z, tiroes des equa- 
tions (4), dans la combinaison homog^ne de la premiere equation (i) 
et de (3) : 

(i - 1*) + (72 - !") = 0. 

On obtient, en supprimant les accents, 


x^ 


I 



-jL 

I 

62 



0, 


I 

^~a-*+ y + 


ou, apr^s reductions, 


la^x*. S.C* — S (6* + c*) a*J7® + = o. 
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Tli6oreme de Dupin 

I . — L’emploi des coordonnees rectang'ulaires revient k d^finir cha- 
que point comme Tintersection de trois plans, respectivement paral- 
l^les aux trois faces du triedre de coordonnees, et, par consequent, 
orthogonaux deux k deux. II est done fonde sur la consideration de ce 
systeme triple orthogonal ^ forme de trois families de plans, tels que 
chaque plan d’une des families soit orthogonal k tout plan de Tune des 
deux autres families. 

On pent generaliser et employer comme surfaces coordonnees un 
systeme triple quelconque, forme de trois families de surfaces : 

(1) y. s) = H, y, s) = i>, .y. -^) = 

Chaque point P (x, y, s) troiivera ainsi defini par les parame- 
tres «, n, w des trois surfaces coordonnees qui se coupent en ce point ; 
et ces valeurs de a, u, w seront ses coordonnees curvilignes dans le 
systeme de coordonnees ainsi defini. 

Ces formulas (i) transformant les coordonnees x, y, z en coordon- 
nees u, w. Si nous resolvons les equations precedentes en n?, y, 
ce que nous supposons possible, nous aurons des formulas equiva- 
lentes : 

(2) X =/(«:, n, w), y = g(u, u, w), z=h{u, 0, w). 

On emploie en general un systeme triple orthogonal . Cherchons 
done a exprimer que les equations (i) ou (2) definissent un systeme 
triple orthogonal. Les intersections des surfaces deux deux doivent 
etre orthogonales. Les surfaces des trois families s’obtlendront en fai- 
sant dans (2) successivement « = c‘^, v — c*«, w =: c^®. 

Les intersections des surfaces deux k deux sont respectivement: 
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et ies directions des taugeutes soiit respectivemeiit : 

3 / ^g :>li ^ hL ^ 

Dtf ’ ill ’ Dii ’ ' Dy ’ i^io ' 


Les conditions d’orthog-onalite sont done : 


( 3 ) 


7 >v lyw ’ 




to Tsa 


V 

7 SU 7 SV 


O. 


Interpretons ces conditions. Preuous la surface w — c*®. La troi- 
sieme condition exprime que sur cette surface les lignes u = c^®, 
V = c*® sont orthog-onales, et les deux premieres expriment que 

^ ^,?A.est une direction perpendiculaire aux tan^entes k ces deux 

courbes, et par suite, que c"est la direction de la normale ; soient /, m, n 
les trois coefficients de direction de cette normale. Diif^rentions la 
troisieme relation par rapport a w : nous obtenons : 

Zu ^V'^W Zv 


ou : 


Or 


d’ou ; 


v^^=o. 

iu to to SH 


11 ^= 0 , S/^=o, 


^ l^I_— _ 2 - 5 /!^ v; s ; 

7>v 7>u ’ ‘d^iCSyv Zii iv ’ 


la condition precedente s’ecrit done : 


V 


I 


^2/ 


0 , 


ce qui exprime (cL. II, 1 3 , p. 27) que les lig'nes a = c^®, 0 = 0^®, e’est- 
a-dire les intersections de la surface w — c^ avec les surfaces a = c^® 
et u = c^® sont conjug‘u6es sur cette surface. Comme ces courbes sont 
d6ja orthogonales par hypothese, ce sont des lignes de courbure. 
D’ou le Theoreme de Dapin : sur chaqae surface dunsysteme triple 
orthogonal^ les intersections avec les autres surfaces de ce systerne 
sont des lignes de courbure. 
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Equation aux deriv6es partielles de Darboux 


2 . — Proposons-nous de rechercher les systemes triples ortho§*onaux. 
Prenons une famille de surfaces : 


(0 <f{x,y,z) = u 

et cherchons k determiner deux autres families constituant avec celle-ci 
un systeme triple orthog'onal. Prenons dans Tespace un point M ; par 
ce point M passe une surface a ; prenons les tangentes MT, MT' en M a 
ses lignes de courbure. Ces droites sont parfaitement determinees ; 
SI p.^g, — I sont les coefficients de direction de MT, ce sont des fonc- 
tions connues de a;, z. De m^me pour MT'. II faudra alors qu’en 
chaque point M, une surface d’une autre famille, parexemple : 

( 2 ) < 1 /( 07 , y, s) = V, 

soit normale a MT ; il faudra done que /?, q soient les d^rivees par- 
tielles de 5 par rapport kx^i/{z 6tant defini par I’^quation pr^cedente)^ 
done que soit solution du systeme : 

^ ^5 ’ ay ' ar 

Ces equations ne sont pas compatibles en g6n6i'al : pour qii’elles le 
soient, il faut et il suffit, d’aprfes la th6orie des systemes complets 
d’6quations lineaires homog6nes aux d4riv6es partielles, que p ei q 
satisfassent k la condition : 


(4) 


aa? ^ ay ' ^ a^ 


obtenue en 61iminaut par differentiation, entre les deux equations 
precedentes. G'est une equation aux derivees partielles du troisieme 
ordre, puisque p, q s’expriment en fonction des derivees premieres et 
secondes de 9 par rapport k as, y, z. Ainsi done une famille de sur^ 
faces donnees ne peat en g^niral faire partie d'un systeme triple 
orthogonaL Si la condition (4) est‘realisee, la solution genei'ale des 
equations (3) est une fonction arbitraire d’une fonction determinee de 
y, z\ et nous avons une deuxieme famille de surfaces entierement 
determinee, dont chacune coupe k angle droit chacune des surfaces (S) 
de la famille 9 (cc, y, s) = const, suivant une ligne de courbure de 
cette surface (S). Alors, d’apr^s le theoreme de Joachimsthal, Tinter- 
section de chaque surface (S^) de cette seconde famille avec chaque 
surface (S) de la premiere est aussi ligne de courbure sur (SJ. 
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En resume nous avoiis deux families de surfaces : 
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(S) o (x, s) = const. 

(Si) (as, y, s)= const. 

qui se coupent orthogonalement suivant des courbes, dont chacuneest 
lig'ne de courbure a la fois pour les deux surfaces correspondantes. 11 
reste k etudier si Ton peut determiner unetroisieme famille de surfaces 

(Sj) X (^’ y> -s) = const. 

qui constitue avec les deux premieres un systeme triple orthogonal, 
c’est-a-dire a etudier le systeme d’equations lineaires aux derivees par- 
tielles dont depend la fonction inconnue jr : 


\ Dr ’ 

( Da? ' Do; Dy ’ Dy Dr c>r 


Introduisons, pour abreger, les operateurs dijBferentiels : 

— ^ 3 ^ 4 ,^ 3 ^ 4 .^ 3 L 

‘V D£C * D£d Dy * Dy Dr ' Dr ’ 

D;r Dj; ‘ Dy * Dy Dr ’ Dr ' 


D’apres la theorie des systemes complets d’equations lineaires, la 
condition necessaire et suffisante pour que le systeme (5) soil integra- 
ble est que Tequation : 



B 

Dy 

.-^4- 1 

U‘*- 


.^ + fA 

\ tx 

Da?y 

Da? 


oy/ 

oy \ 


3 k. 

Dr 


B 


)■ 


Dr 


0 , 


soit une consequence algebrique des equations (5), c’est-k-dire que 9 et 
6 satisfassent k la condition : 


( 6 ) 


D^z? Da? 

Dy D?/ 

Dr Dr 


Dy 

Dif; 

Da? 

Da? 

Dy 

Di|/ 


^!/ 

Dy 

D*^ 

Dr 

Dr 


= 0. 


Cette condition se simplifie, Remarquons en effet que : 
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\ _i_ B -I- I ^ 


J>-^ D-nJ; C>y 

^7>x‘^ &y ‘ Dr &r^.r 

4 Dy t)-i|# D‘i^ Dy D\|/ / 

?y Dy Dr Dr » 

d’ou, a cause cle I’orthog’oualite des surfaces (S) et (S^^), I’ideutite, 

A^^- + B,^=o 

D.Z? Do? 

et, de meme, les ideiitites analogues: 


A^ + B^ = o. . 

^1/ 

Par suite, la condition (6) devient : 


Aa+Bi=„, 



Dy 

{>tp 

DJ5 

Do? 

Da? 


Dy 

Di|> 





Dy 

Dip 


Dr 

Dr 


Dil^ DtI/ D-^ 

Or, pour une valeurquelconquede r, les d6riv6es ^ sont 

les coefficients de direction /, /n, n de la normale k celle des surfaces (S^) 
qui passe par le point de cooi'donn^es a;, y, s; et ^ ^ ^ sont les 

coefficients de direction de la normale a celle des surfaces (S) qui passe 
par ce m6me point, c’est-k-dire de la tangente k une ligne de courbure 
de (S^) ; en designant par dx, dy, ds un d6placement eftectue suivant 
la direction de cette tangente, on aura ; 


. = X. dx^ 




^ — \ ds- 


et, par suite. 


A~_ A/ — +jrdy+ —dz) = ldl; 


et, de m^me, 


A ^ dm, A ^ dn. 

' Dy Dr 


La condition (7) devieiidra done : 
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dl dx / 

dm dy m 

dn dz n 



o. 


Elle est satisfaite, puisque le deplacemeut dx, dy, dz a lieu suivaut 
une ligTie de courbure . 

La condition d’inte^rabilite du systeme (5) est done remplie, et la 
troisieme famille (So) existe toujours et est entierement determinee. 
D’ou les r^sultats suivants : 

1 ° II existe une equation aux derivees partielles du troisieme 
ordre (requation (4)) qui exprime la condition necessaire et sufji- 
sante pour quune fonction c (x, y, z) fournisse une famille de sur^ 
faces {S)faisant partie d'un systeme triple orthogonal. Si la famille 
(S) est donnee., les deux autres families (Sj^) et (Sg) sont entierement 
determinees. 

20 Pour que deux families de surfaces^ (^S) et {S^],f assent partie 
dan systeme triple orthogonal., il faat et il suffit qiiellesse coupent 
a angle droit, et que les intersections soient lignes de courbure sur 
les surfaces (S), ou sur les surfaces (S^). 

On remarquera enfin, que si Ton connait les lignes de courbure (C^) 
des surfaces (S^) par exemple, qui ne sont pas les intersections des 
surfaces (SJ et des surfaces (S), et les lignes de courbure (C) d'une 
seule surface (S), chaque surface (Sg) sera engendree par les courbes 
(Gjl) qui s’appuient sur une m^me courbe (G). 


Systemes triples orthogonaux contenant une surface 

3. — On reconnait facilement qu’une surface quelcoiique donuee 
pent faire partie d’uu systeme triple orthogonal. Tragons, en effet, 
sur cette surface (S) les lignes de courbure, et menons les normales a 
la surface en tous les points de ces lignes : elles engendrent deux 
families de d6veloppables orthogonales k la surface doiin6e. En adjoi- 
gnant k la surface (S) les surfaces parall^les, on a un systeme triple 
orthogonal. 

Remarque L — Les surfaces parallMes a une sui'face (S) en deri- 
vent par la transformation de contact d^finie par T equation : 

(X-m)2 4-(Y-y)^ + (Z _ = o 

ou r est une constante arbitraire ; en effet la surface parallele est Ten- 
veloppe d’une famille de spheres de rayon constant ayant leurs centres 
Vessiot . 2 1 
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sur la surface (S). Cette transformation de contact s’appelle, comme 
nous Tavons vu, dilatation [Gf. Gh. XI, § 6]. 

Remarque II. — Lorsqu’on sait qu’une famiile de surfaces (S) 
appartient a un systeme triple orthog'onal, la determination des deux 
aulres families de ce systeme triple peut se faire ainsi : on determine 
sur une de ces surfaces (S) les lig-nes de courbure ; et on cherche, 
d’autre part, lescourbes(T), trajectoires orthogonales des surfaces (S). 
Les autres families du systeme sont engendrees par les trajectoires 
orthogonales (T) qui s’appuient sur les lignes de courbure trouvees. 
Dans le cas particulier d’une famiile de surfaces paralleles, les trajec- 
toires orthogonales sont les iiormales k ces surfaces, et on retrouve le 
mode de construction indiqu6 ci-dessus. 

Syst^mes triples orthogonaux contenant une famiile 
. de plans 

4- — Gonsiderons une famiile de plans (P) ; les trajectoires ortho- 
gonales s’obtiennent, comme on I’a vu a propos des surfaces moulures 
[Gh. VII, I 6], en faisant rouler un plan mobile sur la d^veloppable 
enveloppe des plans (P). Prenons dans le plan deux systemes de cour- 
bes orthogonales, ce qui est toujours possible, car si nous nous don- 
uons I’un des systemes 

y) — 

Taiitre se determine par I’int^gration de Teq nation : 

des ^ 

On engendrera les autres families du systeme triple orthogonal au 
moyen de ces courbes des plans (P), assu jetties k reneontrer les tra- 
jectoires orthogonales ; ces families sont ainsi constitutes par des sur- 
faces moulures. On peut ainsi, au moyen du Theortme de Dupin, 
retrouver leurs lignes de courbure. 

Syst&mes triples orthogonaux contenant une famiile 
de spheres 

5. — Le fait que toute famiile de plans fait partie d’un systeme 
triple orthogonal tient, au fond, k ce que toute courbe d’un plan est 
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li§*ne cle courbure du plan ; de sorte qu’uue famille de surfaces ortho- 
gonaies aux plans donues satisfera a la condition necessaire et suffi- 
sante pour qu’il existe une troisieme famille completant le systeme 
triple orthog’oual. 

Le mdme fait sera done vrai aussi pour une famille de spheres. Et 
pour determiner un systeme triple orthogonal quelconque contenant 
la famille de spheres (S) donnee, il sufhra : 1° de prendre sur une des 
spheres deux families de courbes (G), (Cj) orthogonales ; 2° de deter- 
miner les trajectoires orthogonales (T) des spheres (S). Gar alors les 
courbes (T) qui s’appuient sur les courbes (C), et les courbes (T) qui 
s’appuient sur les courbes (G^) engendreront les surfaces des deux 
families (S^) et (So) formant avec les spheres (S) le systeme triple 
cherche. 

Tout revient done a resoudre les deiix problenies suivauts : deter- 
miner mr ane sphere un systeme orthogonal quelconque ; 2® deter- 
miner les trajectoires orthogonales d une famille de spheres. 

Le premier probleme se ramene immediatement au probleme ana- 
logue dans le plau au moyen d’une projection stereographique. 

Etudions le second : 

Si nous considerons deux spheres de la famille, les trajectoires 
orthogonales etablissent entre elles une correspondance point par 
point, et cette correspondance, d’apres ce qui precede, sera telle qu a 
un systeme orthogonal sur Tune des spheres corresponde un systeme 
orthogonal sur I’autre. Or deux directions recta ngulai res sont conju- 
guees harmoniques par rapport aux directions Isoti'opes. D’auU'e part, 
dans une correspondance ponctuelle quelconque entre deux surfaces, 
le rapport anharmonique de quatre tangentes est un invariant ; car on 
peut supposer la correspondance exprimee de maniere que les courbes 
coordonnees u = const., v = const., soieiit homologues, de sorte que 
les points homologues aient memes coordonnees curvilignes («, u) ; et 
alors le rapport anharmonique de quatre tangentes et celui des quatre 
tangentes homologues sont egaux au m^me rapport anharmonique 

des quatre memes valeuz's du rapport ^ . Done, dans la correspondance 

consideree, les directions isoti‘opes sur une des spheres se transfor- 
ment en directions isotropes sur Tautre. Les generatrices rectilignes 
de Tune des spheres se trausforment done en generatrices rectilignes 
de I’autre ; et le rapport anharmonique de deux directions quelconques 
avec les directions isotropes restant constant, les angles se conservent ; 
la transformation etablie entre les spheres dune famille h un para- 
mktre par leurs trajectoires orthogonales est done une transforma-^ 
tion conforme. 
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-Soitalors : 


(0 


^x — • Xof — R2 = 0, 


I’equatiou geiierale des spheres considerees, dependant d’un param6- 
tre t ; les considerations pr^cedentes nous conduisent a introduire les 
generatrices rectilignes. Posons done : 



x — Xa + i{ij 


^o) + 

R]- 


x — Xn — i{y - 



-RJ, 


1 

1 

1 

0 

II 

1 

+ 

R]; 

tl’oii : 






/ 

5 = 

1 

II 

+ 1 



( 2 ) 

/ X — Xq 

+ ’(!/ — yo)=R- 

2A 

[ + A/X 

9 


1 X Xq 

\ 

— — = 

2U 

! “1" 

• 


Les equations ditferentielles des trajectoires orthogonales sont : 


dx dy dr d{x + ///) d(x — iy] 

— s — s^~x — Xf^-\‘i{y--‘y^)~x ^ — i{y — y^)' 

en egalant le troisieme rapport successivement aux deux derniers, et 
posant : 




2R 


rfB: 


, djx^ — ///o) 
2R 


c/C = 


2R ’ 


on obtient les deux equations de Riccati, 


(3) 


(h ^2 


dt’ 


dt 


-(- 2A 


dC 

dt 


dA 
dt ’ 


du. 2 dA , dC dli 


On peut verifier que, A et B etant, dans le cas ou on opere sur des 
spheres reelles, des qiiantites imaginaires conjugates, les solutions de 
la secoude de ces equations de Riccati sont des imaginaires conjuguees 
de celles de la premiere ; de sorte que tout revient k inttgrer Tune 
d’elles. 

Si on connait une trajectoire orthogonale, on connait une integrale 
de chaque Equation, et la rtsolution du probltme est ramente a deux 
quadratures. Si on connait deux trajectoires orthogonales, on n’a plus 
qu’une seule quadrature k efi*ectuer ; et si on connait trois trajectoires 
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orthog'onales, leprobleme s'acheve sans quadrature. L’iiite^rale srene- 
rale de la premiere equation est alors fournie par la formule : 

- >1 . > 3.— >1 _ — >> 1 ^ . >- 3 ^— > 1 ^ 

A >>2 /-S ^*2 ^‘ 2 ^ ^ 3 *^ ‘^* 2 ^ ' 

en desie^-nant par Tindice zero les valeurs qui correspondent a f = /„. 
C'est done une relation de la forme : 

. _ M) 0 -4- N 

~ + o ■ 

On aura de meme, pour la seconde equation de Riccati, une inte- 
grale de la forme : 

, _ R^° + S 

^~T/x»+ U’ 

les quantites complexes R, S, T, U etant, du reste, respectivement con- 
juguees de M, N, P, Q. 

Ces d^ux formules d^finisseut la correspondance ^tablie par les tra- 
jectoires orthogonales entre la sphere qui correspond a la valeur du 
paramMre, et la sphere qui correspond k la valeur f du parametre. 

On reconnait ainsi que cette transformation change les cercles d’une 
des spheres en cercles de Tautre ; car les cercles, sections planes de la 
sphere repr^sentee par les equations (2), sont definis par une relation 
homographique en |ji. Par projection stereographique, elle devien- 
drait une des transformations planes du groupe des rayons vecteurs 
rdciproques [Gh. VIII, p. 286 ]. 


Syst^mes triples orthogonaux particuliers 


6. — Rappelons, comme syst^mes triples orthogonaux particuliers, 
le syst^me des quadriques homofocales : 


a d - 


1=0; 


et le systeme des cyclides du quatrieme degre homofocales [Ch. YIII, 

i 7]. 

, -S® (012 + ^24. ^2 _R2)2 (x2 + // 24.524_R2)2__ 


^R^(d ~ A) 


4R2(a - A) 


On v^rifie qu on obtient un autre systeme, forme de cyclides de 
Dupin du troisi^me degre, en consid6raht les surfaces lieux des points 
de contact des plans tangents men^s, par un point d'un des axes, 
une famille de quadriques homofocales. 
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CONGRUENCES DE SPHERES ET SYST6MES CYCLIQUES 
Gen4ralit4s 


I. — Nous appellerons congruence de spheres une famille de 
00 ^ spheres (S) : 

J\ g, h, r 4tant fonctions de deux param^tres k, v. Le lieu des centres 
de ces spheres est une surface (S) : 

(S) X = f{u, u), y — g(u, u), 5 = u). 

Cherclions Fenveloppe de ces spheres. A T^quation (i) nous devrons 
adjoindre les deux Equations : 


( 2 ) 





— /) 


-j- P 

<>v 


o. 


Ces equations ( 2 ) representeiit une droite, done Tenveloppe des sphe- 
res (E) touche chacune de ces spheres en deux points, que Ton appelle 
points focaux ; Teiiveloppe (F), que Ton appellera surface focale^ se 
decompose ainsi en deux nappes (F^), (F^). 

Consid6rons dans la congruence (i) une famille de 00 ^ spheres (E) ; 
il suffit de d^finir u, v en fonction' d’un param^tre t ; ces spheres 
admettent une enveloppe, qui touche chacune d’elles le long d'un 
cercle caract4ristique dont le plan a pour Equation : 


( 3 ) 


— f)df + J^dr = o. 


Lorsque les expressions de «, v en fonction de t varient, tons ces cer- 
cles caract^ristiques passent par deux points fixes, qui sont les points 
focaux de la sphere consid6r^e. Les enveloppes ainsi ob tenues -corres- 
pondent aux surfaces r6gl4es des congruences de droites ; on peut les 
surf aces canaux de la congruence (i). 

Cherchons parmi ces surfaces cauaux celles pour lesquelles chaque 
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Sphere est tang'ente a la sphere infinimeat voisine. Ge soot en realite 
des surfaces reglees a generatrices isotropes [Gh. VIII, | 3, p, 171'!. 
Le cercle d^fini par les Equations (i), (3) doit se r^duire a uii cou- 
ple de droites isotropes; le plan (3) doit done Mre tangent a la 
sphere (i), ce qui donne la condition : 

(4) = 0, 

equation different! elle du premier ordre et du deuxieme degre ; il y a 
done deux families speciales de sphm'es, dans lesquelles chaque sphere 
touche la sphere infinimeat voisine. Le point de contact est defini par 
les equations suivantes, que Ton ohtient en ^crivant les equations de 
la normale au plan (3) menee par le centre, et en tenant compte 
de (i) et de (4) : 

(^\ ^ — — —r 

^ ^ df ~ dg ~ dh ~ dr • 

On voit que rf/*, dg^ dh sont les coefficients de direction du rayon du 
point de contact ; les cosinus directeurs sont : 

d^ dj£^ 

dr ’ dr ’ dr 

Soient I, F les points de contact ainsi trouves. L'equation (4) definit 
sur la surface (S) deux directions col, coF ; soient M, AF les points de 
contact de la sphere (S) correspondante avec la surface focale (F) ; 
la droite MM' est repr4sent<^e par les deux Equations (2), ou encore, 




puisque les points M, M' sont sur tous les cercles caracteristiques, par 
les deux Equations (3) qui correspondent aux enveloppes sp6ciales 
(surfaces canaux isotropes) ; or dans ce cas F6quation (3) repr^sente le 
plan tangent k la sphere en Fun des points I, F ; done les droites IF, 
MM' sont polaires r^ciproques par rapport k la sphere (S). On voit, du 

reste, que si, dans les Equations (5), on consid6re le rapport ^comme 

variable le point qu’elles d^finissent decrit une droite, qui, pour 
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dv = et du = o, contieot les pdles des deux plans ( 2 ). Cette 
droite, qui est la droite IF, est done bien la. conjug^uee de MM'. 

Si nous supposons que (2) soit une sphere reelle, I, F sont imag'i- 
naires dans le cas ou M, M' sont reels ; et inversement. Nous designe- 
rons par (D) la droite MM', et par (A) la droite II' ; wl, tol' sont dans le 
plan tangent en w a la surface (S) ; MM' est perpendiculaire a ce plan 
tangent; les points M, M', et par suite les droites wM, ojM' sont syme- 
triques par rapport a ce plan tangent. 

Remarquons maintenant que 6>M est normale a la premiere nappe 
de la surface focale, et toM' normale a la seconde ; et consid^rons wM 
comme un rayon incident, et tuM' comme le rayon reflechi sur la sur- 
face (S). Nous avous ainsi une congruence de normales qui se refle- 
cliit sur la surface (S) suivant une congruence de normales. La sur- 
face (S) pent ^tre quelconque, ainsi que la surface (F^). Consid^rons, 
en eftet, les spheres ayant leiirs centres sur (S) et tangentes a (FJ ; 
(F^) sera Tune des nappes focales de la congruence de spheres ainsi 
obtenues, et la congruence des normales k (FJ se reflechira sur (S) 
suivant la congruence des normales a (Fg) deuxieme nappe focale. 
D’ou le Theorerne de Malus : Les rayons normaiix d une surface 
quelconque se rejlechissent sur une surface quelconque suivant les 
normales h une nouvelle surface, 

Ce Theorems s'4tend^ comme on va voir\ aux rayons refractes, 
Reprenons, a cet effet, la construction classique d’Huyghens. -Gonsi- 

d^rons une sphere de centre w ; soit 



coM le rayon incident, wN la normale 
a la surface refringente ; et soit n 
rindice de refraction. Construisons 
une deuxieme sphere de centre w et 
dont le rayon soit dan's le rapport n 
avec le I'ayoii de la premiere. Consid^- 
rons le plan tangent en w ^ la sui'face 
refringente. Au point M ou le rayon 
incident rencontre la premiere sphere, 
menons le plan tangent a cette sphere, 


qui coupe le plan <oT suivant une 
droite (T); et par la droite (T) menons le plan (T)P tangent a la 
seconde sphere. En appelant i, V les angles de wM et wP avec c*>N, on 
a imm6diatement : 
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sin <wP 

sin i 6)M 

Done wP est le rayon ^efractc^ Partons alors d’une conoTuence de nor- 
males, soit (F J la surface normale et (S) les spheres tang'entes a (F^), 
dont les centres w sont sur la surface refring^enle ; pour constriiire les 
rayons refractes, il faut considerer les spheres (!') concentriques aux 
spheres (S) et de rayon iir. Or la droite (A) relative aux spheres (S) est 
dehiiie par les equations (5) ou du^ dv sont variables; etces Equations 
ne chang’ent pas lorsqu’on remplace r par nr. La droite fA) est done la 
m^me pour une sphere (S') et pour la sphere (S') concentrique. Comme, 
d’autre part, elle est dans le plan tangent a (S) en to, et dans le plan 
tangent en A1 a (S), e'est la droite (T) de la construction d’Huyghens ; 
et comme elle garde la mtoe signification pour (S'), elle appartient 
aux plans tangents communs a (S') et a son enveloppe. Done P est Tun 
des points de contact de (S') avec son enveloppe, et les rayons refractes 
o)P sont normaux a Tune des nappes de la surface focale de la con- 
gruence des spheres (S'). 


Congruences sp6ciales 

2 . — A la congruence de spheres consid^r^e nous avons associe 
quatre congruences de droites : celle des droites wM normales k (F^), 
celle des droites wM' normales a (Fg), celle des droites (A), et celle des 
di'oites (D). 

Supposons M, M' confondus sur chaque sphere (S) ; ils sont con- 
fondiis aussi avec I, I' ; les deux nappes focales sont confondues ; 
alors le lieu des points I, I' confondus qui correspond a chaque famille 
de spheres (S) satisfaisant k la condition (4) est une ligne de courbure 
de la surface focale double (F); et les spheres (S) de cette famille sont 
les spheres de courbure correspondaiites. La congruence de spheres 
est alors constituee par les spheres de courbure d’ane surface (F), 
qui correspondent a Cane des families de lignes de courbure, 

Reciproquement, considerons une surface (F) et ses spheres de 
courbure (S) d’uiie m^me famille : la surface (F) est surface focale 
double de la congruence de ces spheres de courbure. Gar Tun des 
points I, r appartenaut a (F), qui fait partie de la surface focale, 
est confondu avec un des points M, M'. Les deux droites conjuguees (A) 
et (D), se rencontraiit, sont tangentes a (S) au mSme point; et les 
points I, r, M, M' sont confondus en ce point. On retombe done bien 
dans le cas consid^re. 
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Toutes les congruences de droites considerees se reduisent ici 
a trois : eelle des normales k la surface (F), celle des droites (D) tan- 
gentes k une famille de lignes de courbure de (F), et celle des droi- 
tes (A) tangentes a I’autre famille. La surface. (S) est alors Tune des 
nappes de la d6velopp4e de la surface focale double. Aux lignes de 
courbure, int^grales de (4), correspond sur la surface (S) une famille 
de g^od^siqiies [Gh. VII, | 2 ]. 

Application A la recherche des g^od^siques 

On est ainsi conduit k determiner les g 4 od 6 siques de (S) en -dcrivant 
que r^quation (4) a une racine double en rfw, dv. Cette Equation 
s’4crit, avec les notations habituelles pour le ds^ de (S) [Gh. II]. 

( 6 ) Edu^ -h 2 Fdudo + Grfn® — ^ dv^ = o, 

ou : 

^ + f ^ 

Pour qu’il y ait une racine double, il faut et il suffit que : 

ou : 

(,) H'-[E(i)’-«F|£J^+G(Jj)’]=o 

Equation aux deriv^es partielles qui determine r. Ayant calculi, r, 
on obtiendra la famille de g^odesiques correspondante par Tintdgra- 
tion de Fequation differentielle ordinaire qu’on obti^nt en 4galant 
k zero la racine cai'r(^e du premier membre de ( 6 ) ; ce dernier est, 
en effet, k cause de la condition ( 7 ), le cai'r 6 d’une forme lin^aire 
en rftt, dv. 

Les courbes de (S) d^tinies par la conditioix r = const, out, de 
plus, la signification gdomctrique suivante. Si cette condition est 
r^alisee, le centre o) de {L) d^crit sur (S) une courbe (y), et le point de 
contact M de (S) avec (F) d^crit sur (F) une courbe (y'). Gomme wM 
est normale (F), (y') reste orthogonale a toM ; et, comme toM = r 
est constant, (y) est aussi orthogonale a chacune des droites coM ; et, par 
consequent, (y) coupe a angle droit chacune des g^odesiques considd- 
r^es, puisque, en chaque point co de (S), wM est tangente k une 
de ces geodesiques. 
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Done les courbes r = const, de (S) sont les trajectoires orthogona- 
les d’une famille de g^odesiques [Gf. Ch. Ill, | 9]. On le verifie imme- 
diatement en remarquant que T^quation (6), ayant pour premier 
membre un carre parfait, a pour consequence, quels que soient 8 m et ou, 

(Edii 4* -f {¥du -f- Gdv)hv = ^ di^ ^ 8m + 

-1- f ~ du -h — — 8u ^ drtr. 

\? 7 / ) zv 

Le premier membre s’annule done si on suppose 8r = 0 ; ce qui 
exprime bien rorthogonalite des geod^siques considerees et des cour- 
bes r = const. 


Theor^me de Bupin 


3. — Supposons que la surface focale (F) ait ses deux nappes (F^) 
et (Fg) distinctes, et etudions leurs 1‘elations avec la surface (S), lieu 
des centres des spheres (2). Les cosiiius directeurs de wM, normale a 
une des nappes, sont, en dcSsignant par y, s les coordonnees de M, 



d’ou, pour les Equations de la nappe focale consider^e, 

(8) . X =f + Xr, ^ ^ + |i.r, z — h + vr. 

Portons ces valeurs de a?, s dans les equations (2) ; elles devien- 
nent : 


(9) 


n^+^=o, 

Zll ^ 7^11 




Ces equations, jointes a SP = i, d6finissent les deux syst^mes de 
valeurs de p., v, qui correspondent aux deux nappes. 

Soient i, i les angles de toM et M' avec la normale toN au lieu (S) 
du centre co ; ces angles sont suppl6mentaires, cos i' = — cost ; et si 
I, m, n sont les cosinus directeurs de wN, 

(10) cosz' = 2W. * 

Calculons Tangle /. II suffirait de tirer 1 , fi, v des Equations (9) tet (10) 
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et de porter les valeurs obtenues dans SX® = i. Pour 6viter ce calcul, 
nous emploierons une autre methode. Dans le 
plan tangent h (S), soient wU, coV les tangen- 
tes aux courbes v = c^®, = c^®, dirig^es 

dans le sens des ii et des v ci'oissants. 

Les cosinus directeurs de toll sont : 

r d^f 1 I 7>h ^ 

71 ’ v'R ’ s/K ’ 

Ceux de wV sont : 

v'G ^ ’ \fCi ‘ 

Soit ti)8 le vecteur, de longueui' i, port4 pai* la demi-droite toM ; ses 
projections orthog^onales <oa, sur wU, ti)V sont, d’apres les formu- 
las (9), 



^ i__ 

~ ~ VE ’ 


toe = B = — U — . 

VG 


Le sinus de i est la projection wS' de coS sur le plan UOV, et tout 
revient a calculer wS'. Soit 6 Tangle de <oU et coV : 


cos 9=-=, siue = 


^EG — F® . 


H 

VEG 


^/EG ; yjm 

Gomme wS' est le diamMre du cercle circonscrit au triangle wap, dont 
le c6te ap est v^A® — 2ABcos6 4- B®, nous obtenons immddiatement : 


. o . 5 j ,2 A2 — 2AB cos $ + 

sin® i = w8'® = — — ^ 

sin2 6 


Or : 


A2 — 2AB cos 6 + B^ 


sin® 0 


“H® ’ 


7Su) ' 


en posant, suivant nos notations habituelles, 

^{da, dv) = Erftt® H- 2 Fdudv + Grfu®- 
Nous obtenons done la formule cherch^e : 


(lO 


sin® z z= — <1> ( — , \, 

H® \ Df; ) 


Nous revenons maintenant aux Equations (8), et nous nous pi^opo- 
sons de determiner les ligues de courbure de la nappe de la surface 
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focale qu’elles representetil. Ces lij^-ues de courbure soiit defiuies par 
Tequatiou : 




1 

dx A 

cTk I 

= 

ou : 







1 

df 4 - \Ar -{- 

A 

(Tk 

qui 

se reduit a 

I 






1 

df A 

dk 1 

= ' 

M 11 Itip lions par 

le determinant : 







IL 

1 




Tyu 


’ 

qui 

n’est pas iiul, la normale coM 

n’etant 

pas 

de (S). L* equation devient : 





1 


Vtd'K 




^JLdf 


d\ 





Tyu 




^y-dj 

■ 

Tyv 


dk 

oil, 

en tenant compte de 

(9): 




— dr 

1 

0 



-sM-d'x 

Dm 

Dm 

7 yv ^ 

7 yp 

Da 

V'J-dx 

Da 


o. 


Miiltiplious la premiere ligue par — et ajoutons a la deuxieme, puis 


Zll 


par^^et ajoutons a la troisi^me. Nous obteuons reqiiatiori : 


(12) 


'i^df—~dp s 


— —dr 








Les elements cle la premiere colonne sout les demi-derivecs parlielles 
par mpport a du^ do de la forme quadratique : 


(i3) 


== *^1 do) 
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qui sur (S) le couple des directions wl, wF. Voyons si les ele- 

ments de la deuxieme colonae soiit susceptibles d’une interpretation 
analogue. Si nous differentions les equations (9), nous obtenons : 



or, si on differeiitie totalement par rapport aux variables independan- 
tes u, en supposant, pai* consequent, d^a = d^u — 0, 

d (^\ = L. = • 

) 2 ■ ^[du) ’ iu 2 7 y(da) ’ 

et : 

\<^U J 2 l^{du) 

Posons : 


(14) 0(^«, dv) = SWy, Q.[da, do) = 0 -f 
et Tequation s’ecrit : 

li-du 7yd a 

(1 5 ) = 0. 

3*1 wi 

, Zdv 

Done les directions princi pales de la nappe de (F) consideree sont 
conjuguees harmoniques par rapport aux deux couples = 0 
et Q = 0. 

Calculous 0 * Pour cela, eiiminons a, |jl, v entre les equations (9), 
(10) et : 

lld^f— 0 = 0 ; 

nous obtenons : 


(16) 


IL 

TiU 

7 >v 

1 

d^f 


^JL 

Tyv 

m 

d*g 


ay 

11 

ePh 


ay 

— cos/ 

— ft 
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ce qui donae, ea developpant par rapport aux elements de la dernicre 
ligne, 


SH — H cos do) + Hx(du, do) = o. 


Dans cette formule, ^\du, do) designe, comme an Ch. II, | 3, la forme 
lild^x ; mais /, m, n sont ici des cosinus directeurs. La forme yXdu^ do) 
se deduit du premier membre de (i6) en remplagant par des zeros les 
elements — cos — 0 ; et divisant par H Par une combinaison des 
deux premieres colonnes, on obtient, par un determinant dii troisieme 
degre, 




t>o 3a 

3a 3o 



I dY 


et il suffit de multiplier les deux membres par le determinant : 


H = 




pour obtenir : 

(17) Wy = 




dv 


— F — 


I 


V?/ 

lu 


d^f 


dj 


qui, d’aprfes les calculs du Gh. II, | 4» p- 3i, s’exprime au mojen 
de E, F, G et de leurs derivees. Nous avons, des lors, 

il =z d^r 4- cos i.W(du, do) — yJidu, do), 

ou : 


(18) Q, = do) + cos i.W^da, do). 


avec : 

qj*^ = d^r — X* 

Les lig-nes de courbure de la seconde nappe sont de m^me tangeiites 
aux directions conjug-uees par rapport k = 0 et au couple qu’on 
deduit de = o en chang*eant le sig-ne de cos f, c’est-k-dire : 

Wi^(du, do) — cos i.W{du, do) = 0 , 

Gousiderons comme homologues, sur les deux nappes, les points de 
contact d’une m^me sph&re (S) avec ces deux nappes. II rdsulte alors 
des conclusions pi'4c6dentes que pour qua les lignes de courbure se 
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correspondent sur les deux nappes, c’est-a-dire, pour qu'elles soient 
definies par la meme Equation quadratique (i5) en c/«, rfu, il faut et il 
suffit qu’il existe un couple de variations du^ dv conjugue par rapport 
aux trois couples : 

== o, + cos /.W = o, — cos = o, 

c’est-a-dire par rapport aux couples : 

=: 0, + cos = o, W = 0, 

ou encore : 

, 4)^ = o, ^ = 0, = o. 

Sur la surface (S), Tequation (i5) d^finit les courbes suivant les- 
quelles les developpables des normales k Tune des nappes de (F) 
coupent (S). La condition pour que ces courbes soieiit aussi I’intersec- 
tion de (S) avec les developpables des normales a I’autre nappe de fF) 
estdonc qu’en chaque point de (S) leurs directions soient conjug*uees 
harmoniques par rapport aux directions definies par W = 0, c’est- 
k-dire qu’elles soient des directions conjug'uees sur (S). 

Nous obtenons ainsi le Theorhm de Dnpin : si les lignes de 
courbare se correspondent sur les deux nappes focales, les develop- 
pables des normales correspondantes coupent la surface (S) suivant 
le jnime reseau conjugue ; et reciproqaement. Ou encore : la condi’^ 
tion ndcessaire et suffisante pour que les developpables dune 
congruence de normales se reflechisseni sur 'une surface suivant des 
developpables est qdelles deterniinent sur la surface un reseau 
conjugue. 


Congruence des droites (D) 


4. — Cherchons les developpables de la congruence des droites (D ) ; 
elles sont definies par I’^quatiori : 


(> 9 ) 


dx dy ds 
I m n 
dl dm dn 



X, //, z designant toujours les coordonndes de M, et /, m, n les cosiiius 
directeurs de la normale k (S) eu w, qui est parall6le ii (D). 

Or : 


X =/ 4 - !/ — ff + '’V-> 


z = h rw, 



CONGRUENCES I>E SPHERES ET SYSTiiaiES GYCLIQUES 


337 


d’apres les Equations (8) et T^quation (19) devient : 

I df 4- rdX 4- \dr I dl \ = o. 
Multiplions le premier membre par le determinant non nul : 

IT_ 1 7 5 A ^ I . 


nous obtenons : 


r'Zld^k + drZ\l 

S — df 4" rS — cD. -f- dr. SI ^ 

Tya'' oa 

S — df -|- rS ^ nDj-f- dr, Sa ^ 


^•^di 

t^U 

l^dl 

7 >d 


i:,iiidf+rl^-^dk+dr. Z'K^ 

7^11 zu 

'Z^df 4- rS^<^ + dr, Z\ ^ 






Les elements de la deuxieme colonne sont les demi-deriv6es partielles 
par rapport k du, do de la forme do). Quant aux elements de la 

premiere, remarquons que, d’apres un calcul du paragraphe prece- 
dent, 


Zu 


2 ‘ Zdu ’ 


Zv 2 Zav 


ou, d’apres (18), 


Q = + cos 


Enfin les points M, IVF sont definis par les relations (9) : 


n^/ + ^=o, 

Zll ^ Zu 


Zv ^ ZV 


de sorte que, avec la notation introduite par la formule (i 3 ), 
v?/d/-+ drTK^t==l.^-^-df— — dr=-'^ 


2 7^11 ’ 


zv ^ zv Zo Zv 2 Zav 

Les elements de la premiere colonne sont done les demi derivees par- 
tielles par rapport k da, do de la forme -h ^ cos ?]. 
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Aiasi : les developpables de la congruence des droites (D) corres- 
pondent sur la surface (S) aux courbes dont les tangentes sont conju- 
gates, en chaque point, par rapport aux couples de directions dtfinis 
par les Equations : 

^ = 0, -I- W cos /] = o, 

ou par rapport aux couples : 

(21) qr = 0, 4>4 — = 0 ; 

le rtsultat, comme on devait s’y attendre, ne change pas si on change 
f en 'It — i ; et les developpables de la congruence des droites (D) 
correspondent sur la surface (S) d un reseau conjugue. 

Considtrons les plans focaux ; un plan focal est parallele a la direc- 
tion n, et k la direction dl, dm^ dn qui correspond k une droite 
(D) infiniment voisine, sur Tune des dtveloppables passant par (D). 
Mais : 

Z® -f- 4* = I ^ 

d’ou : ' 

■ Idl -h mdm ndn = o ; 

rfZ, rfm, dn dtfinissent done la direction des droites du plan focal paral- 
Itles au plan tangent kla surface. Or les deux directions correspon- 
dent aux deux plans focaux, done aux deux dtveloppables, etant con- 
jugutes, si nous les dtfinissons par les caracteristiques d et 5, elles 
satis font k Ttquation : 

li.dLhf = 0 ; 

qui exprixne que le premier plan focal est perpendiculaire k la direc- 
tion Sy, Bg, Bh qui correspond k Tautre plan focal. Chaque plan focal 
est perpendiculaire d la direction de la surface (S) correspondant 
a la diveloppable qui n'est pas tangente d ce plan focal. 


Congruence des droites (A) 

5. — La droite (A) est I’intersection des plans tangents k la sphere 
en M, et k la surface (S) en to, qui ont respectivement pour equations : 

-/) r = o, SZ(X ^/) = o. 

Cherchons les developpables. Exprimons que la droite pr4cedente 
rencontre la droite infiniment voisine. Cela donne : 
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—/) — SW/— dr = o, SdL(X —f) — = o ; 

conditions qui se simpiifient en remarquant que : 

l,ldf = o, et SXrf/' + dr = o. 

II reste : 

( 22 ) ScD..(X —f) = o, 2dL{X —f) = o. 

Exprimons que les equations obtenues sont compatibles, nous obte- 
nons r^quation qui d4finit les developpables : 


(23) I ^ dX dl \=o. 

Multiplions encore par le determinant non nul 


nous obtenons 


ou : 


(4) 


I IL 


lldl 


Id).. ^ m. ^ 


Idl. ^ Idl. ^ 


Tyu 

z^dl -z^dl 

Zv Zv 




= 0 , 


= o: 


les elements de la premiere colonne sont, au sig’ne pres, les demi- 
derivees parti elles par rapport a du^dv de la forme 12 = ^ cos f . 

, Geux de la deuxieme colonne sont les demi-derivees partielles de W, 
Les developpables de la congruence des droites (A) correspondent done 
sur la surface (S) au reseau de courbes dont les directions sont, 
en ebaque point, conjuguees harmoniques par rapport aux couples 
de directions definis par les equations ; 

(25) W = o, Wt = o. 

En particulier, les developpables de la congruence des droites (A) 
correspondent, sur la surface (S), A un reseau conjugue. 

Quant aux points focaux, ils sont definis par les equations de (A) et 
les equations ( 22 ), compatibles en vertu de la relation (23). On en 
deduit que les directions joignant <0 aux points focaux sont definies 
par les relations : 

2/.8/=^o, ^dUf—Q, Idk.hf—o; 
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la premiere exprime que ces droites sont dans le plan tang’eut k (S), 
la seconde que ce sont les tangentes conjug-u^es des directions de (S) 
qui correspondent aux developpables. 

Cas particuliers. — Supposons que les deux congruences prece- 
dentes se correspondent par developpables. Les deux reseaux conju- 
gues que nous avofis determines sur la surface (S) sont alors confon- 
dus ; il faut et il suffit pour cela que les trois couples : 

= o, = o, <1), — r.W, = o, 

ou : 

W==o, = o, 4>i = 0 


appartiennent k une m^me involution, et alors, d’apres les r^sultats du 
I 2 , les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de la 
surface (S) ; et r^ciproquement. 

Nous avons, dans ce cas, sur la surface (S), un reseau conjugu6 (R) 

qui correspond aux developpables des 
quatre congruences coM, coM^, (D)^ 
(AL Les points focaux /, /' de (A) 
sont, d’aprps ce que nous venons de 
voir, sur les tangentes aux deux 
coui'bes du reseau qui passent par to. 
Les droites M/, At/' sont les tangen- 
tes en M aux lignes de courbure d’une 
des nappes de la surface enveloppe (F), 
car les plans tangents aux develop- 
pables des normales a cette nappe 
sont AIo/ et Ma>/, puisque ces ddve- 
loppables coupent (S) suivant le re- 
seau conjugu(^ (R) considere ; et le 
plan M(A), qui coupe ces plans sui- 
vant AI/ et M/, est tangent en M a cette m^me nappe de (F). La 
droite (D) est perpendiculaire au plan, tangent (S), /L/*, et ses 
plans focaux sont perpendiculaires a to/ et to/'. Les developpables de 
la congruence des droites (D) coupent, de plus, les deux nappes 
de Teriveloppe (F) suivant leurs lignes de courbure. 



Le systeme triple de Ribaucour 

6. — Pla^.ons-nous dans ce dernier cas ; soit (y) uneides' courbes du- 
r4seau oonjugu6 (R) de la surface (S) ; quand to dtoit (y), le point M 
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d^crit uae ligne de courbure (K) de la nappe de la surface (F) qui est 
tangente a M/*, et la droite (A) enveloppe line courbe (C), lieu de f\ 
Gonsiderons la sphere (cr) de centre^/' et passant par M ; cette sphere a 
pour enveloppe une surface canal (E)'; la sphere (ff), ajant son rayon M f 
perpendiculaire a My*, est constamment tarigente a la courbe (K), done 
le point M est un point du cercle caracteristique (H) ; le plan de ce cer- 
cle est perpendiculaire a la droite A tangente a (G)^ son centre H sera 
le pied de la perpendiculaire abaissee de M sur A ; ce cercle sera done 
orthogonal a la sphere (2S) au point M et au point AP sym^trique par 
rapport au plan f(^f ; et la surface (E) est engendr^e par le cercle 
orthogonal a la sphere (S) aux points AI, ; ce cercle tangent en M 
k coAI reste orthogonal a la ligne de courbure (K) ; or il est ligne de 
courbure sur la surface (E), done (K) est aussi ligne de courbure sur 
la surface (E). .Si nous faisons varier (K), nous obtenons une famille 
de surfaces (E) qui seroiit toutes orthogonales aux deux nappes 
(Fg) de (F), et qui les couperout siiivant des lignes de courbure. 

Si maintenant nous cherchons sur (F^) et sur (Fg) les seconds sys- 
temes de lignes de courbure, nous devrons considerer les spheres de 
centres / et passant par M ; le cercle caracteristique sera encore le 
cercle (H) ; de plus,/Al et/'^M etant perpendiculaires, les spheres (a), 
(a') correspondautes sont orthogonales, done aussi leurs enveloppes 
(E), (E'). 

Nous avons done deux families de surfaces canaux qui se coupeut 
orthogonalement suivant des lignes de courbure, les cercles (H) ; 
done elles appartiennent a un systeme triple orthogonal. Autrement 
dit, les cercles (H) sont orthogonaux a une famille de surfaces, a 
laquelle appartiennent les deux nappes (F^), (F^) de (F) ; et ils ^ta- 
blissent une correspondance entre les points de deux quelconques 
de ces surfaces, comme entre les points Al, AI', telle quhl y ait cor- 
respondance entre les lignes de courbure de ces surfaces. 

R6ciproquement, si deux surfaces (FJ, (F^) sont orthogonales k ur\e 
famille de oo^ cercles (H), et si AI et Af sont les points ou un de ces 
cercles coupe respectivement (F^) et (Fg), la sphere (S) orthogonale k 
ce cercle en ces deux points est tangente k (FJ et (Fg), qui sont ainsi 
les deux nappes de Tenveloppe des spheres (S) ainsi d6finies. Si, de 
plus, les cercles (H) qui out leurs pieds sur (FJ le long d’une ligne 
de courbure coupent aussi (Fg) aux divers points d*une ligne de cour- 
bure, les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de 
Tenveloppe des spheres (2), et on retombe sur le cas particulier que 
Ton vient d’6tudier. 

Done si les cercles (H) d*une congruence sont orihogonaux it 
deux surfaces (FJ; (Fg), et s*ils etablissent une correspondance 
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^ntre leB lignes de courbare de ces deux surfaces^ ils sont orthogo^ 
naux d une infinite de surfaces sur lesquelles les lignes de courbare 
se correspondent ; ces surfaces appartiennent a un systeme triple 
orthogonal dont les deux autres families sont constitaees par des 
surfaces canaax, dont chacune est engendree par ceux des cer~ 
cles (H) qai s* appuient sur une des lignes de courbare de (FJ, oa(f^i. 
De telles congruences de cercles s’appellent systemes cycliques 
(Ribaucour). 


Congruences de cercles et systemes cycliques 

7. — Nous aliens repreudre analytiquement la question des systfe- 
mes cycliques. Consid6rons une famille de 00® cercles, et cherchons 

d'abord s’il existe des surfaces nor- 
males a tous ces cercles. Soit (K) 
Fun d’eux, G{Xq, y^, -sto) son centre, 
p son rayon, a?o, yo, 5o, p 6tant fonc- 
tions de deux param^tres u, v. Pour 
d^finir le plan de ce cercle, nous 
dMnlrons par leurs cosinus direc- 
teurs deux directions rectangu- 
laires CA(a, b, c) et CB(a', d) 
passant par le centre du cercle, et 
nous fixerons la position d*un point 
M sur le cercle par Fangle (CA, CM) = t, compt6 positivement de 
CA vers CB. Les coordonn^es de M par rapport au systfeme CAB 
sont p cos p sin i, et ses coordonn^es x, y^ z sont : 

I x==i ajo + p(a cos t + a' sin i) = x^i-\- pa', 

(0 j = yo + p(6 cos # + b’ sin t) = y^+ pP', 

f x: = 5o + p(c cos t + c' sin f) = iTo + py'. 

Clxsrckons k determiner t, en fonction de u, v, de fn^on que la surface 
lieu du point correspondant admette pour normale la tangente au 
cercle au point M, dont nous desig’nerons para, p, y les cosinus direc- 
teurs. Nous avons, k cet effet, la condition : 

(a) lido; = 0 

qui est 1 Equation aux differentielles totales des surfaces cherctees' 
Developpons cette equation ; a, p, y sont les projections du segment 

directeur de la direction CM' correspondant k t + — : 




CONGRUENCES DB SPHERES ET SYSTEMBS CYCLIQUES 343 

a= — asin^ + a'cos^, p= — b sin t cost, y= — csinf c'cos 
D’aatre part : 

dx = dx^ + a'. c/p 4- pa.rf/ -|- p(cos /.rfcz -j- sin/.c/a^, dy=:..., c/^=...; 
et, en tenant compte de 

= I j Seta' = o, 

on en conclut que : 

Sarfee = Sac/ccQ -{- p.c// + p[cos /.Sac/cz + sin /.Sac/cz'] = 

= — sin/.2ac/jJo4-cos/.Scz'z3?cCo+P^/+ ^[cos^t^'La'da — sm^L^ada^]=o^ 
Mais : 

^aa! = o, 

d’ou en diff^rentiant 

'Zada' -h Zdda = o ; 
et Fequation ( 2 ) s’^crit simplement : 

(3) dt = Zada' + — Iczc/cCo-sin t — ^Zddx^.cos t, 

p p 

Posons : 

(4) tg7=«'. 

t = 2 arc tg* Wy 

et nous obtenons ; 

(5) 2 div = (i + w^)Zada' + — Zadx^ + ^ ~ ZaJdx^. 

P P 

Cette equation jouit de propri6t4s analogues k celles de Fequation 
de Riccati. En particulier, on peut verifier que le rapport anharmoni- 
que de quatre solutions a une diff6rentielle totale constante ; et, par 
consequent, est. constant. Elle peut se mettre sous la forme ; 

dw = Ada -h A^dv + u}{Bda + B'rfu) + w\Cdu 4- Gdv), 
et se decompose en deux equations aux derivees partielles : 

(6) A + Bo) + Gw*, — = M + '£i'w + C'm»« ; 

^ ^ Dm ay 

En ecrivant que tire de la premiere, est egal k tire de la 
seconde, on en deduit : 

( 7 ) — 4 - — + (B 4 - p^Cw){A' 4 - B'm + — 

ay ay ay ' ^ 

_ ^ + (B' + 2C'w)(A + Bw+ Cm>*)] = o. 
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. Toute integrale du systeme (6) satisfait done k cette condition, qui 
est de la forme : 

(8) L -1- Mm? 4- Nzi?2 = o. 

Si cette condition n’est pas identiquement satisfaite, il ne peut y 
avoir d’autres solutions que celles de cette equation (8), qui en admet 
deux. Si Ton veut qu'il y en ait une infinite, cette condition doit done 
6tre identiquement satisfaite, et comme elle est du second deg‘r^, 
it suffit qu’elle soit satisfaite par trois foiictions. Les conditions pour 
qu’il en soit ainsi sont : 

I L= — — — 4-BA'— AB'=o, 

N= — _— + CB' — BC' = o. 


’ II results de la th6orie des equations aux d6riv6es partielles que, 
si elles sont des identitds, le systeme (6) a, efifectivement, une infinite 
de solutions. 

Done si les cercles dune congruence sont normaux a trois sur- 
faces, Us sont normaux a une infinite de surfaces. 

II est facile de construire des cercles normaux k deux surfaces quel- 
conques, car il existe oo® spheres tang*entes aux deux surfaces, et les 
cercles orthog'onaux k ces spheres aux points de contact sont normaux 
aux deux surfaces. Si les lignes de courbure se correspondent sur les 
deux surfaces, on a alors, comme on I’a vu, un sys,t6me cyclique, 
compose de cercles normaux k oo^ surfaces. 

Remarquons que si la famille des oo® cercles donn6s est formee de 
cercles normaux k denx surfaces, on doit pr^voir que les conditions 
d’int6grabilit6 (g) se r^duiront a une seule. D’autre part, si on a une 
enveloppe de spheres, pour exprimer que les lignes de courbure se 
correspondent sur les deux nappes, on obtient aussi une seule condi- 
tion. Il reste k examiner si- ces conditions sont identiques. 

Supposons d’abord qu’il existe une surface (F^) normals ill tons les 
cercles (i) ; nous pouvons faire en sorte qu’elle corresponds k 
t = o, ou w = o. Alors F6quation (5) admet la solution to = o, 
d’ou la condition : 


ladd — jJlddxQ: 


■ 0 : 
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et cette Equation ( 5 ) devient : 

(10) dw = w^^ada! + — '^adx^. 

o 


Soit : Mo(cc, y, z) le point correspondant ^ ^ = 0 : 


^ = 5 = 5o-hpc; 

Xq = X pcz, = y p<2, Zq = z pc j 

dxQ = dx — ^da ad^^ , ; 


d’oii : 


^adxQ = 'Ladx — c/p. 

Si maintenant nous consid^rons ia normale (/, m, n) en Mq k (Fj^), 
c’est la tangente au cercle, et (10) devient : 


ou : 


dw = w^ladl -h ” (Zadx — c/p), 
P 

— + ^ =wJZadl 4 - ~ Zadx. 
w p p 


Nous introduisons ainsi la quantite : 


(ii) pw=:r, 


et nous obtenons : 

— = -I.adl-\--'Ladx, 
. r p p 

ou : 

(12) dr = — Sac//+ — ladx. 
P P 

Or, d’apr^s ( 4 ), 



ce qui montre que r est le rayon de 

la sphere (S) tang-ente aux surfaces lieux de M et Mq ; son centre est le 
point (*) intersection des tangentes au cercle en M et M^. 

Supposons maintenant qu-il existe une deuxieme surface (Fg) oor- 
male aux cercles. Posons : 


(i 3 ) 


dr = — r^.dS ; 


et r^quation (12) devient : 
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rfS + -- ^adx + — 'Ladl = o. 
P P 


Soit S^, la solution connue ; 

(i 4 ) dS, + 

d’ou en retranchant : 


H — - ^adx + ~ lladl = o, 
P P 


d(S — Sj) + 5 -:^ ladx = o, 

Ci 5 ) rflo^f(S — Si) = — ^Sarfa;. 

Pour que Tdquation ait d'autres iiit6gTales, il faut et il suffit que 

^ladx soit differentielle exacte. Or nous avons, d’apr6s (i 4 ), 

P 

(i6) — h-Sa — = o, — -u -i — S<2 — =o. 

^ ' i^a p 7>u p t^u :>v p Dy p :sv 

Supposons que leis lignes coordonndes soient lignes de courbure 
sur {FJ. Les formules d’Olinde Rodrigues donnent, en d^signant 
par R, R' les rayons de courbure principaux, 



I dx 

dm 

I ay 

dn 

I ds 

du 

R3S ’ 

du 

Ratt ’ 

du 

R du ' 

dl _ 

I Das 

dm 

I ay 

dn 

I dz 

do 

“R^ jo ’ 

5y" ■ 

“R^aiT’ 

do 



Posons ; 

(17) 


± — T 

R— ’ 


et nous aurons done : 


^ rn dm rp 


( 18 ) 
Alors : 


dl ___ dX 


dv dv ’ 


^z=i T ~ 
du du * 


dn rjyrd-Z 


Sa?i=T.Sa— , Sa-=T'.Sa — , 
du du dv do ‘ 


et les conditions (16) pour que soit int6grale deviennent : 

Sa— — 

S + (Si + T)-^“= O, + (S, + T')l^= 0 ; 
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d’ou 


— - l^adix : 
p 


DSi 


Si + T 


da + 


Sj “1“ 


^^dv. 


Exprimons maiatenant que le second membre est une diff^rentielle 
exacte, et nous aurons pour ddfinir les system es de cercles normaux 
k 00^ surfaces, en supprimant I’indice de S^, Feq nation aux d^rivees 
partielles : 

/ N A = ^ ^ — n 

^ ' ^^;VS + Tz^tty :>u\S-hV^D)~ 


Dans cette Equation, T et T' sont les courbures principales d’une sur- 
face rapport^e a ses lig-nes de courbure, 


« = const., n = const. ; 


S est rinverse du rayon d’une sphere (S) tangente a cette surface au 
point (tt, v). Et le syst^me de 00 * cercles defini par une solution de cette 
Equation est constitue par les cercles orthogonaux aux spheres (S) 
correspondantes en leurs points de contact avec leur enveloppe. 
La surface donn^e est, du reste, une des nappes de cette enveloppe. 

Nous allons voir que cette equation (19) exprime precisement que 
les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes de Ven^- 
veloppe, D’aprfes le Th 4 or^me de Dupin, pour qu’il en soit ainsi, 
il faut et il suffit que les lignes de courbure de la surface donnte (F^) 
correspondent k un reseau conjugu6 sur la surface lieu de a>. Soient 
X, Y, Z les coordonn^es de co : 


(20) X=a: + |-/, Y=ff + ^m, Z = z+^n. 

Pour q,ue, sur la surface d^finie par ces formules, les courbes- K=ct®, 
y = ct® forment un r6seau conjugu6, il faut et il suffit que : 

f2I) =0. 

Mais, en tenant compte des formules d’Olinde Rodrigues (18), 



relations qu’on pent encore 4 crire : 
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DX_ 

S +T 

-g^ 

I TyS 

Tyu 


Tyu 

S + T Zu 

DX_ 

S + T' 

S^— 

I as 

Tyv 

S 2 


S + T' at) 


Dans le determinant (21) nous pouvons remplacer , et les autres 
616 meats de la premiere colonne, par : 

:>v \ \ j 

et les quantites analog’ues, sous la condition que (M — N) ne soit 
pas identiquement nul ; nous prendrons : 

de sorte que, eu tenant compte de (18), de (19), et de (22), 

a /j^^X\ to 

\ Tsiij \ lyv] 


I ^ T' ^ r I t>s rp to 

’ S + T to ■ to S + T' ' t)y ■ 


Nous avons d^s lors k exprimer que : 

I to S + T + T' :vS to S + r + V 


7^11 to S T 


to S + T 


s^- 


Zu S + T 


s^- 


I &s , 

* rrtf ^ 


I S 4- T' to '1 

S 4- T 4- S-S 

Multiplions la seconde ligne par , la troisi6me par 

S(b H- 1 } to, 

^ ajoutons k la premiere, et nous obtenons, apres sim- 
plification : 

~A.S®. I ^ ^ =0. 

’ ■ ’ - Tyudv ' 

Or le dernier determinant n'est pas nul, S non plus, done cette condi- 
tion equivaut bien k A = o, comme nous Tavions annonce. 

On peat done d 4 finir un sysUme cy clique comme une congruence de 
cercles normaux d 00 ^ surfaces . 
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Transformation de contact de Ribaucour 

Consicl4rons une sphere fixe de centre co, et les oo* cercles (H) 
orthogonaux k cette sphere ; consid6rons, d’autre part, une sur- 
face (S), un de ses points M, et Telement de contact en ce point ; 
il y a un cercle (H) et un seul passant par M et normal en ce point a 
la surface (S). Done a la surface (S) correspond une congruence 
de cercles (H) qui lui sont orthogoimux; de plus ces cercles etant 
orthogonaux a la sphere (w) en deux points sont orthogonaux k trois 
surfaces ; ils constituent done un systeme cyclique. Soient P, P' les 
points ou le cercle (H) rencontre la sphere ; determinons sur ce cercle 
le point ]\r tel que le rapport anharmonique (M, M', P, P') soit 6gal k 
une constante donnee G. Le lieu du point M' est une surface normale 
k (H), puisque Tequation (5) a mtoes proprietes que Tequation 
de Riccati k une seule variable. A I’el^ment de contact de la sur- 
face (S) au point (M) correspond ainsi pour chaque valeur de C, 
un element de contact d’unQ autre surface ; les lignes de courbure se 
correspondent sur les deux surfaces, et nous avons ainsi un groupe de 
00 ^ transformations de contact conservant les lignes de courbure. 

Ces rdsultats subsistent evidemment si on prend les cercles (H) 
normaux k un plan fixe. 


Surfaoes de Weingarten 

8, — Nous avons consider^ des congruences de spheres telles que les 
lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes focales. 
Aux spheres, la transformation de S. Lie fait correspondre des droites, 
et aux lignes de courbure correspondent les lignes asymptotiques. 
II est done naturel de considerer aussi des congruences de droites 
telles que les asymptotiques se coiTespondent sur les deux nappes 
focales. Nous nous bornerons au cas oii la congruence est une 
congruence de normales, et ’le probl6me revient ainsi k chercher 
les surfaces telles que les asymptotiques se cori‘espondent sur les deux 
nappes de la d6velopp6e. 

Soit done une surface (S) sur laquelle nous prendrons les lignes de 
courbure pour lignes coordonndes ; soient /, m, n les cosinus dirfec- 
teurs de la normale, R, R' les rayons de courbure principaux. Les deux 
nappes de la ddvelopp^e sont d^finies par les* Equations : 
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(S) X = a; + R/, Y = y + Rw, Z = 5 + Rti ; 

(SO X' = x + R7, == y + R'm, = 5 + R^n. 

Cherchons les asymptotiques de (S), (S'); et exprimoas que les Equa- 
tions differentielles en u, v qui les dEfinissent sont les mEmes. Ici les 
lignes coordonnEes formant un reseau orthog-onal et conjuguE : 

ds^ = Eda^ + Gdo^, 

^Id^x = hdu^ 4- Nrfy® ; 


et [Ch. Ill, i loetCh. IV, | 2 ] : 


I L 

R“E ’ 


R' “G ’ 


d*ou : 


l^ld'^x — ^du^ + %-dv^. 

R R 


Les formules d’O. Rodrigues donnent : 


et : 



zL_ 

I Zx 

zm 

JL ^ 
RDw ’ 

zn 



zu 

Kzu ’ 

zu 

Zu 

RDa ' 



I zx 

Zm 

R5o ’ 

Zn 

I Zs 


Zv 

R' Dy ’ 

Zv 

Zv 

~Kz^ 


et par consEquent : 


Z-v 


ou ; 

(0 


dX = dx 4" R^^^ 4“ Id^ 

— . — du + ■^ — di^ 4- WR, 

\R ^ R' ’ 


Cette formula et les analogues montrent, comme on devait le prEvoir, 
que la normale k (S) a pour coefficients de direction : 

d^x "Zy Zs 
’ Da ’ dk " 

On conclut, de plus, que, pour cette surface (S) : 


(^) 


ds^ 


-i'-wj 


Grfw* + rfR*, 


ce qui met en. 6videuce sur la surface (S) une famille de g^od^siques 
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y =z= et leurs trajectoires ortbogonales R = [Gf. Gh. Ill, | g, 
Gh. VII, | 2 etGh. XIII, § 2 ]. 

L’^quation diff^rentielle des asymptotiques est : 

Srf/.rfX = o. 




dX = o. 


Developpons cette Equation en nous servant des formules (i). Le coef- 
ficient de est: 




to 


v to to 
i — — = 0 ; 


^ to ^to ^ 

Dy 2 ‘ Dy ’ 


^to i_ z>G 

ay aaay 2 ’ ay 

Le coefficient de rfR est, d'autre part : 


SW = 2/^ . rfa + 2^ ^ . rfi; = I 

\ay } ay2 r ’ 

d’ou Tequation aux asymptotiques : 

(3) —(i — r — ^dadv + — q-~GfRrfa=o. 

^ 2 \ R' / L J R 

Les courbes a = c^®, u = c^® correspondent k des courbes conjuguees 
sur la surface (S) d’apres les propri6t6s g*6a6rales des d^veloppables 
des congruences (Gh. VI, | 2 ); done le coefficient de dudv dans T^qua- 
tion pr^c^dente est nul : 


/ R\aE , 

‘2 V RV2>y = 


et r^quation (3) devient : 


R7&H ^R&a 
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De m^me sur la surface (S') on obtiendra la condition : 


( 5 ) 


— i,/ ^ 

2 V R/ 'Da "*■ R' »k“°’ 


de sorte que I’^quation aux asymptotiques de (S) peut s’ecrire : 


ou ; 


( 6 ) 


■■R'2 


dv^ -h 


R2 Dtt 


du^ = 0, 



d-u 


De m^me I’^quation different! elle des asymptotiques de (S') est : 



Pour que ces Equations soient identiques, il faut et il suffit que 



c’est-^-dire que~soit fonction dej^. Les rayons de courbure sont 

fonctions Van de V autre (RibauQoar). Les surfaces qui satisfont 
k cette condition s’appellent surfaces de Weinyarten^ ou surfaces W. 
Les surfaces minima en sont un cas particulier (R + R' = o). 

Supposons que nous partions dans les calculs pr6cedents d'une sur- 
face (W) comme surface (S) : R' est fonction de R, et la condition (5) 
montre que : 

d’ou : • 

logG = xW + 0(u), 

G = = F(R)K(i>). 

La formule ( 2 ) donnant le ds^ de la d6velopp4e s’6crit done sous 
la forme : 
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Posons : 

. yj K(v)dv = fl?V, 

et elle devient : 

(8) rfS® = dR^ + Q%R)dV\ 

forme caracteristique de T^l^ment d’arc des surfaces de revolution 
rapportees aux meridiens et aux paralleles. Si nous rapportons 
la meridienne k son arc <t, ses equations sont : 

a; = 0(<r), !/ = o, ^=0i(o); 

et celles de la surface de revolution sont : 

X = 0 ((t) cos V, y = 0(<j) sin V, s = 0i(cp), 

d'ou on deduit pour le ds^ de la surface, a cause de 0'® + = i? 

ds^ = dc^ + %\c)dV^. 


G’est, en faisant c = R, la formule (8). 

On VO it ainsi que les developpees de to ate surface (W) sont appli^ 
cables sur des surfaces de revolution^ les meridiens correspondant 
d une famille de geodisiques et les paralUles h leurs traj ectoires 
orthogonales. 

Application, — Supposons la surface (W) k courbure totale con- 
stante negative (Ch. IV, | 6). En changeant d'unite on pent tou jours 
supposer que cette courbure totale est egale k — i. On aura done : 


ou : 


RR' = — I, 



La condition (5) s’ecrit alors : 


ou : 

^ logG 

On conclut de Ik : 


J_\ ^ ^ 

^ "^RV R 

__ aR dR :^log(R^ + i) 

R® -j- I d-u 


f 


G — 


I 

R2 + I 


K(o), 


et en posant encore dV =\/ K(v)dv, on tire de la formule (a) : • 
, ds^ = (R* + i>.rfV* + dRK 


Vessiot 


33 



854 

PosoQS done : 


GHAriTM XIII 


0(H) = VR* + I, 

etla m^ridienne de la surface de revolution est, d'aprfes le calcul 
ci-dessus, telle que Toil ait i 

X 

d’oti : _ 

(T = \/ — I . 

Cherchons z. II suffit d^iScrire : 



dj? + dz‘^ = = dx^. f 

et on en coiiclut : 

d^- , 

ou : 


Done : 

Z ^ L(aD + ^ ~ l)» 

et ; 



od + V iU* — » « i 

d’oiis 



x — \/x* — I = er^. 


Done enfin, pour la m^ridienne cherch^e, nous obtenons la chai- 
nette : 

X = ch5. 

La chainette : 

a: =5 arch- 

a 

correspondrait de m^me k une courbure totale constante ^g’ale k (— a®). 
Ainsi les deux nappes de la dioelopp^e dane surface h courbure 
totale constante negative sont applicables sur une alysseide^ e’est-i- 
dire sur la surface engendr^e par une chainette qui: tourne autour 
de sa base. 
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(JHAPITllE PREMIER 


1. — Trouver I’axe iiistaiilaiie de rotation et de g'lissemeiiL du 
triedre de Serret, On coustatera qu’il rencontre la normale priiicipale 
au point central de la surface r6g*lee eiigendree par cette normale 
principale [Gh. V, § 8, p. io5]. 

2. — Trouver les h61ices circiilaires osculatrices k line coiirbe g’aii- 
clie en un de ses points. D6terminer celle de ces helices qui a m6ine 
torsion que la courbe donnee. 

3. — Determiner les elements fondamentaux (arc, courbure, tor- 
sion) du lieu des centres de la sphere osculatrice ei une courbe g'auche. 
Conclure de cette dtudc que, pour qu’uno courbe soit line courbe sph^* 
rique, il faut et il suffit que le rajon de la sphei^e osculatrice soit 
constant. [Cf. Ch. V, § lo, p. 117]. 

5. — Montrer que, pour que les normales principales a une 
courbe (C) soient aussi les normales principales d’une seconde 
^ courbe (C'), il faut et il suffit que les rayons de courbure et de torsion 
de (G) satis fassent a une identitd de la forme : 

(i) 4. I (A = const., k = const.j. 

Relation qui en rcsiilte pour (C'). Gas on les plans osculateurs a (G) 
et (G'), aux points situes sur la normale principale commune, sent 
redan g'ula ires. 

(2). Montrer que, si on se doune la relation (i), et la courbe sphe- 
rique (y) d6crit6 par lo point de coordonn6es : 

^ = acosO + a'^sinO, 'ri= pcosO + p^'sinG, ’( = ycosO -f y'sinG; 
.(A = m cos G, k = rn sin Q), 
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les formules de Serret fournissent : 


/V ft ft' ft'' 

«,P,Y, “,P,Y . 

en fonctioQ de Tare a de (y) ; et condiiisent, pour la courbe (G), 
aux equations : 

(2) X— hjlda — kJi:r\dX, — X,d-t\), y 


( 3 ). Verifier que les formules (2) donnent, pour toute courbe sph6- 
rique (y), urie courbe (G) satisfaisant a T^quation (i). [De telles cour- 
bes s’appellent courbes de Bertrand]. Examiner les cas particuliers : 

R = A, T = Ar, 

qui fournissent les coarbes a courbare constants^ et les courbes a tor- 
sion constants. 


„ 6- — Determiner une courbe (G), connaissant, en fonction de Tare s, 
les expressions du rayon de courbure R et du I'ayon de torsion T. 
On se servira des formules de Serret : 


-dx=cLds, = dcL” = ^ds^ rfa' = — 

en suivant la marche suivante : 

' (i®). Gonsiderant a, a', a" comme coordonn6es d’un point de la 
sphere (S), de centre* 0, et de rayon i, on prendra pour inconnues les 
paramfetres des generatrices rectilignes de (S), en posant [Gf. Gh. IV, 
16 ]: 

I 4 - a' = — u(a + a — fV = n(i -i- a'), 

et on trouvera que a, v sont deux solutions de V equation de liiccati 
[CL V, I 10, p. Ill] 

rfW = CMW^ + MoMs, [M = f(g + ^), = 

(2^). Soient: 

AlZg “1“ 1^ / i. ' 4. N 

_ (“0 = coast., 00 = const.) 

deux solutions quelconques de cette equation de Riccati. Montrer que 
les points a, a', p', ; y, y', y'^ qui correspondent aux valeurs : 

Uq = I , Vq I j , Mq = f, Vq = — i 5 Uq = 0, 1^0 = 00 
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fournissent une solution du probleme ; et indiquer comment s’en 
deduit la solution la plus gen^rale. — Gonclure -de 1^ qu’il y a une 
infinite de courbes (G) r4pondant a la question, et que ce sont toutes les 
courbes superposables k Tune quelconque d’entre elles. 

R 

(3°). Qu’arrive-t-ilsi le rapport ^est constant? Achever le calcul en 
supposant R et T constants. 

(4°). Remarque. — En considdrant a, a', a" comme cosinus direc- 
teurs d’une direction donn6e par rapport k trois axes de coordonn^es 
rectangulaires, tout chang'ement de coordonnees, ou, ce qui revient au 
mtoe, toute rotation autour de Torigine, se traduit par une m6me 
transformation projective ej0Fectu6e sur u et v. Le point a Tinfini, dans 
la direction consid6r4e, subit ainsi, dans le plan de Tinfini, la trans- 
formation projective la plus g’^n^rale qui laisse invariant le cercle 
imag'inaire de I’infini. 


GHAPITRE II 


7. — On consid^re la surface S lieu des sections circulaires dia- 
m6trales d’une famille d’ellipsoldes homofocaux. Determiner sur S 
les trajectoires orthog’onales des sections circulaires qui Teng-en- 
drent. 

8. — Determiner toutes les representations conformes d’une sphere 
sur un plan. Trouver celles qui donnent des systfemes connus de pro- 
jections cartograpbiques (projection stereogr^pbique, projection de 
Mercator). 

9. — Les courbes coordonnees d’une surface S etant rectangulaires, 
soient MU et MV leurs tangentes, et soit cp^ I’angle (MU, MT). Dans 
la formule (9) [page 34], 

sin 9 dv 

R ds ^ ds ® ds ’ 

calculer les expressions de et r^. Generaliser, en supposant les 
coordonnees u etv quelconques. 

10 . — Etablir les formulas foudamentales qui donaent 
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en d^duisant les premiers termes des d^veloppements en sdrie[Gh. I, 
I 5, p. 7] des coordonn^es d’un point de la courbe, rapportde an 
tri^dre M.TPB [| 4, p- 27], des developpements en s^rie (deduits de 
cc — /(m, n), y — gf{a, v), z = hiji, v)) des coordonii6es d’un point 
de la courbe, rapportee au tri^dre M.TN'N [| 4, p- 28]. — II suffit de 
calculer les termes jusqu’au second degre en ds. 

II. — Une surface (S) est supposee definie comme I’enveloppe 
d’une famille de surfaces (S^y), donates par une equation de la forme 
¥{x^ y^ z ; a, v) = 0 ; de sorte que u, v sont, sur (S) les coordonndes 
curvilignes d’un point courant M. A toute courbe (^C), trac6e sur (S), 
correspond ainsi une famille de 00* surfaces dont chacune coupe 
la surface infiniment voisine suivant une caracteristique : soit (K) 
celle de ces caracteristiques qui passe par le point M de (G). Montrer 
qu’il y a r^ciprocite entre la direction des tangentes k (G) et k (K)eaM. 
— Gas ou les surfaces (lav) sont des plans. 


CHAPITRE III 


12. — On considers la surface : 

^ uv v/c® — 6® vyjb^ — ^ 

determiner ses lig*iies cle courbure, et calculer les rayons de courbure 
principaux. 

t 3. — Montrer que les surluces : 

Qm{s - ca) — cos m(x — ^o) . cos m.(y — y^j) 

sont les surfaces de translation,’ ayant pour leurs deux families de 
g’^n^ratrices des courbes planes situdes dans des plans rectaiigulaires 
(paralleles a sOx et sOy)^ et telles que les gdndratrices planes 
qui passent en un point quelconque de la surface y soient tangentes 
aux diamdtres conjuguds dgaux de Tindicatrice. — Ligiies de courbure 
de ces surfaces. 


1 4- — On considdre la surface : 
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^ — 7 jf (i — u^)f{a)da + ^f (i — v^}<t[v)do, 

y=^f 7 f + y®) 9 (o)c?£>. 

z= j* uf{a)du 4- j* wcp(D)rfy. 

Galculer les rayons de courbures principaux et les coordonnees des 
centres de courbures principaux. Former Tequation diff^rentielle 
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques. Etudier les lignes 
de courbure en prenant : 

/y \ / V 

~ (/n2 + u2)2 ’ — (m2 + ’ 

et en introduisant de nouvelles coordoan 4 es par les formulas : 

. ia X ^ — iy^ 

M = /n tg ■ 5 i; = mtg — i-. 

i 5 . — Soient, en coordonnees rectangulaires, les equations : 

m ~ cos (u — a) + cos (0+ “)> 

y = ~ 5“sin(u — a) 4* “ ^““sinfn + a), 

2 2 

5 =— K cos a 4 - n sin a. 

lo Pour chaque valeur de a, ces formulas definissent une surface S^. 
Indiquer un mode de generation de cette surface. Que sont en parti- 
culier Sq et ? 

a 

2® On considere deux de ces surfaces et Sp, et on les fait corres- 

pondre point par point de maniere que les plans 'tangents aux points 
correspondants soient paralieies. Demontrer que les tangentes k dbux 
courbes correspondantes, menees en deux points homologuea, font un 
angle constant. 

3 ® Ghercher les lignes de courbure et les lignes asymptotiques 
de et trouver une propri6t6 g 4 om 4 trique des courbes auxquelles 

elles correspondent sur dans la transformation pr^c^dente. Qu^ar- 
rive-t-il pour a = ~? 
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1 6. — Etudier les surfaces dont les lig'nes de courbure d’un sjsteme 
sont situ6es surdes spheres concentriques. Quepeut-on diredes lig-nes 
de courbure de Tautre syst^me? 

17. — Si les courbes coordonn^es = const., y = const, sur 
une surface (S) sont les lignes asymptotiques de cette surface, et si 
X, [jt., V sont les cosinus directeurs de la normale a (S), en un point 
quelconque de (S), montrer qu’il existe une fonction 0 telle que 
Ton ait : 


dx = 0 r [JL da — — dv\ — v (— da — — 

rfy = 0 r ^ da — — — "x/— da — 

^ 5 = 0 — ^dv^ — 

(2®). Trouver, en partant de ces formules, le^fe^de la surface, T^qua- 
tion des lignes de courbure, T^quation aux rayons de courbure prin- 
cipaux. Galculer la torsion des lignes asymptotiques, et montrer qu'elle 
s*exprime aii moyen des rayons de courbure principaux seulement. 

( 3 ^). Si on pose : 

/ = X.y/0, m — h, n=:v\/0, 

on obtient les formales de Lelieuvre. Montrer que I, ni, n sont trois 
solutions particuli^res d’une m6me equation aux deriv^es partielles 

de la forme ^ = Kw. 


CHAPITRE IV 


is. — Etablir les conditions d’int^grabilit^ qui lient les invariants 
fondamentaux, en supposant la surface rapport^e k ses lignes de cour- 
bure. 

19. — M^me question, en supposant la surface rappprt^e k une 
famille de g6od6siques et k leurs trajectoires orthogonales. Exprimer, 
foqctjoq 4 ® Isl c^uantit 4 H, la courbqre totale, et Iq fovme 
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tielle rfcpo [Ch. II, p. 34 ; ch. Ill, p. 56 J et retrouver ainsi la for- 

mule d'Ossian Bonnet [Ch. IV, p. 76] 

20. — En supposant les coordonn6es quelconques, troiiver celle 
des conditions d’integrabilit^ qui donne I’expression de la courbure 
totale. 

21. — Discutei' la forme de la m^ridienne des surfaces k courbure 
totale constante, soit positive, soit neg‘ative. 

22. — (i°). Les 6quations de la pseudosph^re etant (p. 81) : 

a; = Rcos 6 cos cp, ^ = RcosO sincp, 

5 = R[lo^tg(| + |^ — sinsj , (°<®<J)' 

on obtient une representation conforme de la surface sur un demi- 
plan en posant : 

X = mcp, Y = 0 ^ = constante positive, done Y>o). 

En posant,' d’autre part : 

« = X + /Y, n = X /Y, 
on famine le ds^ k la forme type : 

_ /.p dado 

(2°). Ense servant des coordonnees m, v, troiiver toutes les transfor- 
mations des points de la surface qui conservent les longueurs d'arc. 
Si on les interprets dans le plan (X, Y), on trouvera qu’elles laissent 
Taxe des X invariant, et qii'elles changent tout cercle en cercle. 

( 3 *^), Dans cette m6me representation conforme, les lignes g6odesi- 
ques de la pseudosphere sont representees par les demi-cercles qui 
ont leurs centres sur I’axe des X, et sont situes dans le demi-plan, 
limite par cet axe, qui s’etend du c6te des Y positifs. 

( 4 ®). Au facteur / pres, la distance de deux points est log(MjMgAiA2), 
en designant par M^, Mg les homologues des points dans le plan (XY) 
et par A^Ag les points ou laxe des X est coupe par le cercle, image de 
la geodesique qui joint les deux pointy. — Les points de I’axe des X 
jpuent le r6le de points ^ I’infini. — Peux couples de points don^' \b, 
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di3taiice est la m^rae, peuvent 6tre amends en coincidence par un des 
d6placements de la surface sur elle-meme d6fini par les transforma- 
tions trouv^es. 


GHA PITRE V 


23 . — Trouver les points de contact des plans isotropes men^s par 
une g’eneratrice quelconque d’une surface regime. Quelles relations 
ont-ils avec le point central et le paramfetre de distribution ? 

24. — Trouver les surfaces r 6 g* 16 es dont les lig’nes asymptotiques 
interceptent sur les generatrices des segments egaux. 

25 . — Trouver les surfaces regimes dont les lignes de courbure 
interceptent eur les generatrices des segments 6 gaux» 

26. — Trouver les lignes de courbure et les lignes g^od^siques de 
rh^licolde developpable. 

27. — Montrer que les lignes d’une surface (S) quelconque, pour 

lesquelles : ds — = 0 [notations de Terercice 9], sont caract6- 

risees par cette propri 4 t 4 que, si Ton m^ne par chacun des points 
de Tune d’elles une tangente k la courbe v = constante, la surface 
r6gl<§e ainsi obtenue a pour ligne de striction la courbe consid6r6e. 

28. — Etant donate une surface (S) et une courbe (G) de cette sur- 
face, on consid^re la surface r 4 gI 6 e (G) engendr^e paries normalesMN 
menees k (S) aux divers points M de (C). Le point central deMN s’ap- 
pelle le metacentre de (S), correspondant au point (M) et k la tangente 
MT de (G). 

(i®) Determiner ce m^tacentre, le plan asymptote, le param^tre de 
distribution. Discuter la variation du m 4 tacentre quand la courbe (C) 
varie, eii passant toujours en M. 

(2®) Montrer que le m6tacentre est le centre de courbure de la 
section droite du cylindre circonscrit k (S) et dont les g<Sn6i-a trices 
sont perpendiculaires au plan asymptote de G. 

( 3 ®) On suppose qu’on ait plusieurs surfaces (S), et que Ton affecte 
chacune d’elles d'un coefficient num6rique a. On consid6re comme 
hdmologues sur ces diverses surfaces les points M (pris un sur che- 
que surface) pour lesquels les plans tangents k ces diverses sur- 
faces sont parallMes ; soit Mo le centre des distances proportionnelles 
d'un tel systfeme de points M homologues, et relatif au syst^me des 
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coefficients a. Soit (So) la surface lieu des points Mo- Montrer qu’elle 
correspond a chacune des surfaces (S) par plans taag^ents parall 61 es ; 
et que si !<, est le metacentre de (S,,; correspondant aux divers meta- 
centres I des surfaces (S) qui se trouvent associ6s dans la correspon- 
dance consideree, on a : 

29. — On donne une courbe gauche (R), ar^te de rebroussemeat 
d’une developpable (A). Determiner toutes les surfaces r6gl^es satis- 
faisant aux conditions suivantes : chacune des generatrices (G) d’une 
telle surface est perpendiculaire k un plan tangent (P) de (A), et le 
point de rencontre de (G) et de (P) est le point central de (G). Soit alors 
(S) Tune de ces surfaces r^glees, chacun des plans isotropes passant 
par une de ses generatrices enveloppe une developpable. Montrer que le 
lieu des milieux des segments dont les extremites decrlvent, indepen- 
damment Tun de I’autre, les aretes de rebroussement de ces deux 
developpables est une surface minima inscrite dans (A). 

3 0. — (1°) Former Teq nation aux rayons de courbure principaux 
d’une surface regiee gauche (S), avec les expi'essions du ds^ et de la 
forme T employees dans le | 1 1 du chapitre V. 

(2°). On en deduit la relation : 

KM = [<p(i.) — P'T] V'KT — K'T 

mu : 

+ T= ■ 

Ri Ri — R,Rs 

En conclui’e que si les rayons de courbure principaux R^, R2 sont 
fonctions Tun de I’autre [Cf. Ch. XIII, § 8], P', K, et cp^u) sont 
des constantes.. « 

( 3 ®). Montrer que, s’il en est ainsi, la surface (S) est un heiicoi’de 
regie, ou une surface gauche de revolution. 


CHAPITRE VI 


3 i. — On considcM‘e la congruence des tangentes* communes aux 
deux surfaces ; 

jjs ys _ 2az^ _ — 2az. 



364 


EXERCIGES 


Determiner les developpables de cette congruence : etudier leurs 
ar 6 tes de rebroussement, leurs courbes de contact, leu r traces sup le 
plan s = o. 

32. — Si les deux multiplicites focales d’une congruence sont des 
developpables isotropes (congruence isotrope), toutes les surfaces 
reglees qui passent par une meme droite de la congruence ont m^me 
point central et meme parametre de distribution. Le plan perpendicu- 
laire k cheque droite de la congruence mene k egale distance des deux 
points focaux enveloppe une surface minima. On peut obtenir ainsi 
la surface minima la plus generate. 

33. — On suppose que les rayons (D) et (D') de deux congruences 
se correspondent de maniere que deux rayons correspondants soient 
paralleles. Si alors les d^veloppables des deux congruences se corres- 
pondent, les plans focaux de (D) sont parallkles k ceux de (D^); 
les droites (A), (A'), qui joignent les points focaux correspondants se 
coupent en un point M ; le lieu de ce point admet (A) et (A') pour tan- 
gentes conjugu^es, et les courbes conjuguees envelopp^es par ces 
droites correspondent aux developpables des deux congruences. 


CHAPITRE VII 


34 . — Etudier les congruences form^es de droites tangentes k une 
sphere et normales a une m^me surface ; etudier les surfaces normales 
aux droites d’une telle congruence, et leurs lignes de courbure. 

35. — Etudier la congruence form^e des droites. normales k une 
surface dont une famille de lignes de courbure est situ^e sur des sphe- 
res concentriques, 

36. — Montrer que les surfaces moulures, dans le cas ou Tune des 
nappes de la d^velopp^e est un cyliudre ou un c6ne, peuvent ^tre 
d6fiaies par le mouvement d’un profit plan, de forme invariable, dont 
le plan reste constamment normal k un cylindre ou k un c6ne. Pr6ci- 
ser le mouvement de ce profit. Ghercher si Ton peut dire quelque 

, chose d’analogue pour les surfaces moulures g6adrales. 

87 . — Montrer que les droites tangentes k deux quadriques homo- 
focales constituent une congruence de normales. Si on fait r 6 fl 6 chir 
toutes ces droites, consid^r^es? comme des rayorjs luwneux, sur une 
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autre quadrique homofocale aux deux premieres, quelles seronfc les 
multiplicites focales de cette seconde cong‘ruence ? 

38. — Etant donn^es deax surfaces homofocales du second degre et 
un plan (P), si on m6ne par les droites {d) du plan (P) des plans tan- 
gents aux deux surfaces, les droites {d) qui joignent les points 
de contact correspondants sont normales k ime famille cle surfaces 
parallMes. Soit (8) la droite qui contient les p6les du plan (P) 
par rapport aux deux quadriques homofocales, et (d) la droite du 
plan(P) qui correspond a une droite (ciT) de la congruence de normales 
consider^e. Le plan mene par (8) perpendiculairement k (d) coupe (d) 
en un point rn. Le lieu du point m est Tune des surfaces cherchees : 
c"est une cjclide. Les d^veloppables de la congruence decoupent sur 
les surfaces homofocales des r6seaux conj agues. 

Sg. — On considere la congruence des droites de I’espace sur les- 
quelles trois plans formant un tri^dre trirectangle d^termineiit des 
segments invariables. D^montrer que c’est une congruence de norma- 
les et determiner les surfaces normales aux droites de la congruence. 
Determiner les points focaux sur une quelconque de ces droites. 
Determiner les cdnes directeurs des developpables cle la congruence. 

40. — Demontrer qu’il existe des congruences (isogonales) telles 
que les plans focaux forment un dieclre constant. Quelle est la 
propriete des aretes de rebroussement des developpables de la 
congruence par rapport aux nappes de la surface Ibcale qui les con- 
tiennent ? Chercher Tequation differeutielle de ces courbes sur la sur- 
face focale supposee donnee. Que peut-on dire du cas ou Tune des 
nappes de la multiplicite Ibcale est une developpable, une courbe, une 
sphere ? 

41. — Si on considere uiie famille de spheres' dont le lieu des 
centres co est une courbe plane (G), et dont les rayons sont proportion- 
nels aux distances des centres a> k une droite fixe (A) du plan de 
la courbe (G), demontrer que I’enveloppe de ces spheres a toutes ses 
lignes de courbure planes. Que peut-on dire des plansMeces lignes de 
courbure? — Reciproquement, comment peut-on obtenir toutes les 
surfaces canaux dont toutes les lignes de courbure sont planes? 
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GHAPITRE VIII 


4a. — On donne deux courbes (C), (CJ. Trouver toutes les sur- 
faces (S) sur lesqiielles lea courbes de contact des c6iies circonscrits 
k (S), ayant letirs sommets sur (G) et I’ormeiit un reseati con j ague. 
En d^flnissatit (G) et (G^) par les equations : 

a: = /(>.), = 3 = h{l), t = kll]i 

y= ^ — X(l^)> t = 0(f)’ 

la surface la plus ^enerale repoiidant a la question est definie par les 
equations : 

X = J’A(k)/{l)cll + 

y 4- 

t = fk(k)k{\)dk + 

Inlerp rioter geom^triquement les formules obtenues de fagon a 
trouver une definition geometrique de ces surfaces. Transformer par 
duality les divers vesultats obteuus- 

43 . — Soit {t) la sphere de centre 0 et de rayon egal a un ; soit (S) ' 
une surface quelconque et (S^) sa polaire reciproque par rapport a (i^). 
Soit M un point quelconque de (S) et (P) le plan tangent en ce point ; 
soient M^et (P') le point et le plan tangent de (S'; qui correspondent 
k (P) et M par polaires r^ciproques. On consid6re la congruence (K) 
des droites MM' et la congruence (K'} des intersections des plans (P) 
et(P'). Montror que leurs d<^veloppables se correspondent, et que les 
ddveloppables de (K) di^coupent sur et (S') des r^seaux conjugu^s- 
Gomment les develqppables de (K) coupon t-elles (S)? — Ghercher k 
determiner (S) de maniere que (K) soil une congruence de normales ; 
que peut-oa dire alors des developpables de (K) et de la surface (S)? 

44 . — Etant donnee une courbe gauche (G), par un point fixe 0 
on in6ne des segments OM 6quipolleuts aux diverses cordes de (G). 
Le lieu des points M est une surface (Sq), Par chaque point M do cette 
surface on meue la parallele (A) a Tintersection des plans osculateurs 
de (G) mencs aux points P et de (G) tels que PP^ soit (iquipollent 
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k OM. Soient (S^) et (S^) les deux nappes de la surface focale de la 
coflgruence des droites (^) : 

(lo) determiner (SJ et (Sg), leiir ds^, leur ^Id^x. Montrer que les 
asymptotiques se correspondent sur (S^) et (Sg). Quelles soiit les 
courbes de (Sq) qui leur correspondent? — 

(ao) Condition necessaire et siiffisante que doit remplir (G) pour 
que la congruence des droites (A) solt une congruence de normales. 
Trouver alors Tune des surfaces normales. Montrer que les rayons de 
courbure de (S) sont fonctions Tun de Tautre. 

(3°) En restant dans ce cas, rapporter le ds^ de (S^) aux g^od^siques 
tangentes aux droites (A) et k leurs trajectoires orthogonales. En con- 
clure que (SJ est applicable sur un paraboloide de revolution. 

Nota^ Les deux dernidres parties de cet exercice se rattachent 
k la fin du chapitre XIII. 


GHAPITILE IX 


45. — On considere deux plans rectangulaires, et toutes les droites 
tislles que le segment intercepts sur chacune d’elles par les plans pr^- 
c^dents ait une longueur constante. Trouver les congruences de nor* 
males du complexe de ces droites. 

46. — On considere trois plans formant un triWre trirectangle 
et les droites telles que le rapport des segments ddtermin^s par ces 
trois plans sur chacune d*elles soit constant. Trouver les surfaces dont 
les normales appartiennent an complexe de ces droites. II y a parmi 
ces surfaces une infinite de surfaces du second ordreadmettant les trois 
plans donnas comme plans de sym^trie. Le complexe precedent est 
oelui des normales A une famille de quadriques homofocales, ou k une 
famille de quadriques homothAtiques par rapport k leur centre ^co/n- 
plexe de Chasles). 


CHAPITRE X 


^ Etudier les asymptatiques des surfaces rAglies du troisifcme 
ordre. Montrer que dans le cas g^ndral ce sont des unicursales du 
quatrieme ordre, ei que chaque gAnAratrice rencontre une asyitiplo- 
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tique en deux points conjug’ues harmoniques par rapport aux points 
ou la g^n^ratrice s’appuie sur la droite double et sur la droite singu- 
li6re. 

Examiner le cas ou la surface est une surface de Cayley a direc- 
trice unique. 

N. B. — L’6quation d’une surface regime g'auche pent se ramener, 
comme Ton sait, par un choix convenable du teti’a^dre de reference, 
i la forme 

— yH = 0 (surface r^g*lee ^(^n^rale), 
ou + Q,xyz — yH= Q (surface de Cayley) . 

48. — Determiner les asymptotiques de la surface de Steiner. 
Par quelles courbes sont-elles repr6sentees dans la representation 
parametrique de la surface ? 

N. B. — On sait que les equations d’uiie surface de Steiner sont de 
la forme : 


k{Us v) ’ ^ k{u, v) ’ "" ’k{u, v) ’ 

y*, 4, k etant quatre polyndmes du second de^rd quelconques, 

En excluant les cas particuliers, on peut, par une transformation 
projective, et un choix convenable des param6tres, les ramener k 
la forme : 

2// 12V ^ — f}2 

Z/2 2 ' ^ 2/2 _|_ 2 ’ "" ^ * 

Toute section de la surface par im plan tang^ent se decompose on 
deux coniques. En interprdtant «, v comme des coordonndes rectangu- 
laires dans un plan, les formules prdcddentes rdalisent la representa- 
tion de la surface sur un plan. 

49* — Determiner la surface canal la plus gdiierale dont toutes les 
lign^s de cou’rbure soient spheriques ; montrer que ces lignes de 
courbure se determinant sans integration. 

50. — Que peut-on dire de la determination des lignes de courbure 
d’une surface canal, enveloppe de oo^ spheres coupant une sphere fixe 
sous un angle constant? 

51. — Determiner les surfaces regldes d’un complexe lindaire 
qui admettent pour ligne asymptotique une courbe donnee. Montrer 
que toutes leurs asymptotiques se determineut sans integration, 
et qu’elles sont algebriques si la courbe donnee est algebrique. 
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GHAPITRE XI 


52. — Etudier la congruence des droites d^finies par les Equations : 

AX -j- B|i -|- G = o, A^X -|- Gjl o, 

ou A, B, G, Ai, Bjl, Gjl sont des fonctions lin^aires des coordonndes 
et X, |JL des param^tres arbitraires. Discuter en particulier la question 
des droites passant par un point, des droites rencontrant une droite 
fixe, des droites situ6es dans un plan, des multiplicit^s focales. 

53. — D^montrer les r4sultats 4nonc6s a la. fin du paragraphe 3 
de ce chapitre. 

54* — D^montrer par le calcul les propri4t6s de la transformation 
de Lie ^noncdes ^ la fin du paragraphe 4 de ce chapitre. 


GHAPITRE XII 


55. — On consid^re une famille de oo^ parabololdes (P) ayant 
m^mes plans principaux. Gomment faut-il choisir ces paraboloXdes 
pour que la congruence des generatrices rectilignes d'un meme 
systeme de tous ces paraboloXdes soit une congruence de normales ? 
Montrer qu’alors les paraboloXdes (P) constituent Tune des trois famil- 
ies d'un systems triple orthogonal et trouver les deux autres families. 
Montrer qu'on peut choisir les paraboloXdes (P), plus particuliere- 
ment, de maniere que Tune do ces autres families soit encore form^e 
de paraboloXdes ; et donner, dans ce cas, la signification g6om6trique 
des deux families de paraboloXdes. 


CHAPITRE XIII 


56. — Soit (S) une surface quelconque et (11) un plan quelconque. 
On considers toutes les sph6res (U) ayant leurs centres sur (S) et cou 
V«$isioT 
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pant le plan (H) sous un angle constant <p tel que Ton ait cos <p = i . 
Soit (S^) la surface d^duite de (S) en r^duisant les ordonn^es de (S) 
perpendiculaires k (II) dans le rapport . Les spheres (U) enve- 

I 

loppent une surface k deux nappes. Montrer que leurs lignes de cour- 
bure correspondent point par point a celles de (S^. Examiner le cas ou 
(S) est du second degr 4 . 

67. — De chaque point M d’une surface (S) comme centre, on 
d4crit un cercle (K) situ 4 dans le plan tangent k S, et dont le rayon 
soit 6gal ^ une constante donn^e. 

(1°) Determiner les families de 00^ cercles (K) qui engendrent une 
surface sur laquelle pes cercles soient lignes de courbure. Lieux des 
centres des spheres dont une telle surface est Tenveloppe, 

(2®) Trouver la condition n^cessaire et suffisante pour que les cercles 
(K) forment un syst^me cyclique. Cette condition 6tant suppos6e 
remplie, soit (S^), Tune des surfaces normales aux cercles (K); mon- 
trer que les lignes de courbure de (SJ correspondent k celles de (S), 
quand on fait correspondre k chaque point M de (S) le point M^, 
du cercle (K) correspondent, ou (S^) est normal k (K). 

(3o) Montrer que (S^) a une courbure totale constante, et que la 
congruence de droites qui a (S), (S^) pour surfaces focales est une con- 
gruence de normales. 

( 4 ®) Soit G Tun des centres de courbure principaux de (S) en M, et 
•C^ le centre de courbure principal de (SJ en M^, qui correspond C. 
Etudier la congruence des droites CCi- 

58 . — Etant donnde une surface (S), on d^signe par (C) Tune quelr 
conque des lignes de courbure de Tune des families, par (O') Tune 
quelconque des lignes de courbure de Tautre famille, de sorte qu'en 
un point M de (S) se croisent une courbe (C) et une courbe (C'). Soient 
<i), o>' les centres, de courbure principaux correspondant k ces .deux 
courbes; et soient G, G' les centres de courbure g^od^sique de ces 
deux courbes. 

(i®) Que peut-on dire des congruences difinies respectivement par 
les quatre droites MG, MG^ Go), G^c<>' ? 

(20) Soit (y) le cercle osculateur k (C) en M. D^montrer que (y) 
engendre une surface canal quand M d 4 crit une courbe (C'). Trouver 
les spheres dont cette surface canal est Tenveloppe. 

( 3 ®) Montrer que si (S) fait partie de Tune des families d'un systems 
triple orthogonal, les cercles osculateur s aux trajectoires oxthogonales 
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des surfaces de cette fainille, coastruits aux divers points de (S), for- 
ment un syst^me cyclique, 

59. — Soit 0 un point fixe, et (S) une surface quelconque ; en un 
point quelconque de M de (S) on m^ne le plan tangent (P) ; et de 0 on 
abaisse la perpendiculaire sur (P) ; soit H son pied. 

(10) Trouver les courbes de (S) qui, en chacun de leurs points M, 
admettent MH pour normale. 

(2®) Soit HI la m^diane du triangle OHM ; la congruence des droites 
HI est une congruence de normales. Trouver les surfaces normales k 
toutes ces droites. Montrer que leurs lignes de courbure correspon- 
dent k un r^seau de courbes conjugu^es ddcrites par M sur (S). 

( 3 o) Soit K le point ou le plan perpendiculaire k MO rencontre MH ; 
et soit (y) le cercle de centre K, passant en 0 , et situ6 dans le plan 
MOK. Les cercles (y) forment un systfeme cyclique. 

60. — De chaque point M du paraboloide 

(P) xy — az — o 

comme centre, on d6crit une sphere (S) tangente au plan xoy. Soit A 
le point de contact de (2) avec ce plan, et B le second point de contact 
de (S) avec son enveloppe. 

(lo) Quelles courbes doit d^crire M sur (P) pour que AB engendre 
une d^veloppable ^ Ces courbes forment sur (P) un r^seau conjugal, 
et leurs tangentes en chaque point M sont perpendiculaires aux plans 
focaux de la congruence engendr^e par AB. 

(2®) Determiner les lignes de courbure de Tenveloppe de (2) ; les 
normales menses k cette enveloppe le long de chaque ligne de cour- 
bure decoupent sur (P) un r^seau conjugue. 

( 3 ®) On considere le cercle (C) normal k (2) en A et B. Montrer quTl 
y a une infinitude surfaces normales k tousles cercles (G), et les deter- 
miner. 

( 4 ®) Montrer que ces surfaces forment Tune des families d’un sys- 
teme triple orthogonal, et achever de determiner ce systeme. 
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dffo 


au lieu de 


dtp 


ds 


Page 33 , ae ligne k partir du has, lire - 
Page 34, 3 e ligne, in 6 me correction. 

Page 5 o, 6 ® ligne k partir du has, lire — z;*G"(u), au lieu de -f* 

Page io2j ae ligne, lire D et D', au lieu de A et A^ 

Page n2, lignes 8 et 9, lire | 6 | , au lieu de &, 

Page 1 14, derniere ligne, lire Log | ^'(v) | , au lieu de Log et Log 
I C I , au lieu de Log C* 

Page 187, 6« ligne, ajoutez ; [Cf. Gh. XI, § i]. 

Page 1 61, intervertir, sur la figure, les lettres et (y'). 

Page 201, 1 5 © ligne, lire : 


¥ 


Page 206, 70 ligne on remontant, lire : /^aj/on (D') de (K'), 
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Th^oreme de Dupin (p. 3i6). — Equation aux derivees partielles 
de Darboux (p. 3i8). — Systemes triples orthogonaux qui con- 
tiennent une surface donn^e (p. 821). — Systemes triples ortho- 
gonaux contenant une famille de plans, ou unefamille de sphe- 
res (p. 822). — Systemes triples orthogonaux particuliers (p.SaS). 

Chapitre XIII. — Congruences de spheres et systemes cy cliques . . 826 

G^n^ralit^s. Th^or^me deMalus sur la reflexion et la r6fraction 
d'une congruence de normales (p. 826). — Congruence form6e 
par les spheres de courbure d’une surface (p. 829). — Applica- 
tion k la recherche des good^siques (p. 33o). — Thdor^me de 
Dupin sur la conservation des ddveloppables d'une congruence 
de normales, dans la reflexion des raxons sur une surface 
(p. 83i). — Congruence des droites D, cordes de contact des 
spheres dTine congruence avec leur enveloppe (p. ,336). — 
Congruence des droites A, polaires r^ciproques des droites D 
(p. 338). — Le syst^me triple orthogonal deRibaucour (p. 34o). 


— Congruences de cercles et systemes cycliques (p. 342). — 
Transformation de contact de Ribaucour (p. 349). — Surfaces 
W de Weingarten (p. 849). 

Exercicbs . . 3^^ 


Chapitre I (p, 855). — Chapitre II (p. 867). — Chapitre HI (p. 858), 
— Chapitre IV (p, 36o). Chapitre V (p. 862). — Chapitre VI 
(p. 363). — Chapitre VII (p. 864). — Chapitre VIII '(p. 366). — 
Chapitre IJC (p. 867)* — Chapitre X (p. 867). — Chapitre XI 
(p. 869). — Chapitre XII {p. 869). — Chapitre XIII (p. 869). 

LAVAL, — MIPRialBRJB L. BABNEOim 
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